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清华大学 2006 级一元微积分期中考试试题
2006.11

一、填空题 (每空 3 分, 共 15 空) [请将答案直接填写在横线上]

1. 已知 lim
x→2

x2 + ax+ b

x− 2
= 5, 则 a+ b = .

2. lim
x→0

e
ln(1−sin x)

sin 2x = .

3. 设 lim
x→0

ln(1− x) + xf(x)

x2
= 0, 则 lim

x→0

f(x)− 1

x
= .

4. 已知 x→ 0 时, f(x) = x−
(
4

3
+ a cosx

)
sinx 为 x 的五阶无穷小量, 则 a = .

5. lim
x→0

ln(1 + x)− x− x2

sinx2 = .

6. lim
n→+∞

(
sin 1

n

) 1
n

= .

7. lim
x→0

√
1 + x+

√
1− x− 2√

1 + x2 − 1
= .

8. lim
x→∞

(
3x2 − x

3x2 + 5

) x2

x−1

= .

9. 设 f(x) = ecos x2 , 则 f ′(x) = .

10. 设 f(x) = x(x+ 1)(x+ 2) · · · (x+ n), 则 f ′(0) = .

11. 函数 f(x) = x|x3 + x2 − 2x| 的不可导点的个数为 .

12. 曲线 y = x+
√
x2 − x+ 1 在 x→ +∞ 时的渐近线方程为 .

13. 设 f(x) = arctanx, 则 f ′′(x) = .

14. 已知函数 y = y(x) 由 ey − e−x + xy = 0 确定, 则曲线 y = y(x) 在 x = 0 点处的切线方程

为 .

15. 函数 y = 2x+ sinx 的反函数的导数 dx
dy = .

二、计算题 (每题 10 分, 共 4 题) [请写出详细的计算过程和必要的依据]

1. 已知函数 y(x) 有参数形式

x = ln(1 + t2)

y = arctan t
, 求 dy

dx,
d2y

dx2 .

2. 求函数 f(x) =
x

x2 − x− 2
在 x0 = 0 处的带有 Lagrange 余项的 n 阶 Taylor 公式.

3. 根据正整数 n 奇偶性的不同情况, 分别讨论函数 f(x) = xne−x 的单调性, 求函数在实数范围内
的最值, 并画出其图像.

4. 已知 f(x) 为 (−∞,+∞) 上的连续可导函数, g(x) = f(x|x|).
(1) 求证: g(x) 为 (−∞,+∞) 上的可导函数;

【下一页还有试题……】
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(2) 计算 g′(x).

三、证明题 (合计 15 分, 共 2 题) [请写出详细的证明过程]

1. (8 分)设 f(x) ∈ C[0,+∞), f(0) = 0, 在 x > 0 处 f ′(x) 存在且单调递增. 证明: 当 x > 0 时,
f(x)

x
单调递增.

2. (7 分) 设函数 y = f(x) 在区间 (α, β) 内二阶可导, 且其图像在 (α, β) 内有三个点满足关系

y = ax2 + bx+ c.
(1) 证明: 必然存在一个点 ξ ∈ (α, β), 使得 f ′′(ξ) = 2a;
(2) 写出此命题的一个推广命题.

答案与提示

(说明: 以下为官方提供的参考答案. 受篇幅所限, 计算题和证明题仅给出解答概要或思路.)

一、填空题 (每空 3 分, 共 15 空)
1. −5 2. e− 1

2 3. 1

2
4. −1

3
(提示: Taylor 展开.) 5. −3

2
6. 1 (提示: 令 t :=

1

x
并取对数.)

7. −1

2
(提示: 分子有理化.) 8. e− 1

3 9. −2x sinx2ecos x2 10. n! (提示: 利用导数定义.) 11. 2

12. y = 2x− 1

2
13. − 2x

(1 + x2)2
14. x+ y = 0 15. 1

2 + cosx
二、计算题 (每题 10 分, 共 4 题)

1. dy
dx =

1

2t
(5 分), d2y

dx2 = −1 + t2

4t3
(5 分).

2. x

x2 − x− 2
=

2

x− 2
− 1

x− 1
=

n∑
k=0

(
1− 1

2k

)
xk + (−1)n+1

[
2

(θx− 2)n+2
− 1

(θx− 1)n+2

]
xn+1, θ ∈ (0, 1)

(展开式 6 分; Lagrange 余项 4 分, 写为 Peano 余项得 2 分).
3. f ′(x) = (n− x)xn−1e−x. (i) n = 1 时, 驻点为 x = 1, 在 (−∞, 1) 上递增, 在 (1,+∞) 上递减, 故有最大值 e−1

而无最小值. (2 分) (ii) n = 2k + 1(k ∈ Z+) 为奇数时, 驻点为 x = n 与 x = 0, 在 (−∞, n) 上递增, 在 (n,+∞) 上

递减, 故有最大值 nne−n 而无最小值. (2 分) (iii) n = 2k(k ∈ Z+) 为偶数时, 驻点为 x = n 与 x = 0, 在 (−∞, 0) 上

递减, 在 (0, n) 上递增, 在 (n,+∞) 上递减, 故有最小值 0 而无最大值. (3 分)函数图像略. (3 分, 每种情况 1 分)

4. (1) g(x) =

f(x
2) x ≥ 0

f(−x2) x < 0
, 在 x ̸= 0 处显然可导. 在 x = 0 处, 利用导数定义及 L’Hospital 法则可得

lim
x→0+

g(x)− g(0)

x
= lim

x→0−

g(x)− g(0)

x
= 0, 故 g(x) 可导. (5 分). (2) g′(x) =


2xf ′(x2) x > 0

0 x = 0

−2xf ′(−x2) x < 0

. (5 分)

三、证明题 (合计 15 分, 共 2 题)

1. 记 F (x) :=
f(x)

x
, 则 F ′(x) =

xf ′(x)− f(x)

x2
. (4 分). 由 Rolle 中值定理, ∃ξ ∈ (0, x) : f(x)− f(0) = f ′(ξ)x. (2

分)故 F ′(x) =
f ′(x)− f ′(ξ)

x
> 0, 从而 f(x)

x
单调递增. (2 分)

2. (1) 记 F (x) := f(x) − (ax2 + bx + c), 则 F 在 (α, β) 内二阶可导. 由已知条件, ∃u < v < w ∈ (α, β) :

F (u) = F (v) = F (w) = 0, 故由 Rolle 中值定理知 ∃ξ1 ∈ (u, v), ξ2 ∈ (v, w) : F ′(ξ1) = F ′(ξ2) = 0. (2 分)因此,

∃ξ ∈ (ξ1, ξ2) ⊂ (α, β) : F ′′(ξ) = f ′′(ξ)− 2a = 0, 即得. (2 分) (2) 凡与本题有关且正确的推广命题皆可. (3 分)
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清华大学 2007 级一元微积分期中考试试题
2007.11

一、填空题 (每空 3 分, 共 15 空) [请将答案直接填写在横线上]

1. 设 f(x) = x2 cosx, 则 f (30)(x) = .

2. 设 f ′(a) 存在, 则 lim
n→∞

n

[
f(a)− f

(
a+

1

n

)]
= .

3. 设 f(x) =

(x+ 1) arctan 1

x2 − 1
|x| ̸= 1

0 |x| = 1
= .

4. 设 m,n 是正整数, 则 lim
x→1

m
√
x− 1

n
√
x− 1

= .

5. 设 y = y(x) 由参数方程

x = f ′(t)

y = tf ′(t)− f(t)
给出 (f ′′(t0) ̸= 0), 则曲线 y = y(x) 在 (x0, y0) =

(f ′(t0), t0f
′(t0)− f(t0)) 点的切线方程是 .

6. 设方程 y = F (x2 + y2) + F (x+ y) 确定 y 是 x 的函数, 其中 F (u) 可导, 则 dy
dx = .

7. lim
x→0+

(
1− cosx

sinx

) 1
ln x

= .

8. 设 f(x) = cos2(ax), 则 f (5)(x) = .

9. 函数 y =
√
x2 + x+ 1 当 x→ +∞ 时的渐近线为 .

10. lim
x→0

ex − esin x

x− sinx = .

11. 当 x > 0 时, d
dx(x

x) = .

12. lim
x→0

√
1 + x sinx− cosx

x2
= .

13. 函数 f(x) =
x

3
− x

2
3 的单调减区间为 .

14. 设

x = 1 + et

y = tet
, 则 dy

dx = , d2y

dx2 = .

二、计算题 (每题 8 分, 共 5 题) [请写出详细的计算过程和必要的依据]

1. 设 f(x) 在 x = a 点可导, 且 f(a) ̸= 0. 计算 I = lim
x→∞

[
f
(
a+ 1

x

)
f(a)

]x
.

2. 设 y =
x2 − 2

x2 − x− 2
, 求 y(n)(x).

3. 求常数 a 的范围, 使不等式 lnx ≤ a(x− 1) 对于任何 x > 0 都成立.

【下一页还有试题……】
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4. 若 f ′(x) = 1 + x2 + x3 + o(x3)(x→ 0), g(x) =


x

f(x)− f(0)
x ̸= 0

a x = 0
.

(1) 当 a 取何值时 g(x) 连续?
(2) 计算 g(x) 到 3 阶的带 Peano 余项的 Taylor 公式.

5. 设 g(0) = g′(0) = 0, f(x) =

g(x) sin 1

x
x ̸= 0

0 x = 0
. 求 f ′(0).

三、证明题 (合计 15 分, 共 2 题) [请写出详细的证明过程]

1. (7 分)设 0 < a < b, 证明: ln b

a
>

2(b− a)

a+ b
.

2. (8 分)已知 f ∈ C(2)[0, 1], |f ′′(x)| ≤M . 利用 Taylor 公式证明:
(1) 若 f(0) = 0, 且 f(x) 的最大值和最小值都在 (0, 1) 内部取得, 则 |f(x)| ≤ M

2
;

(2) 若 f(0) = 0, f(1) = 0, 则 |f(x)| ≤ M

8
.

答案与提示

(说明: 以下为官方提供的参考答案. 受篇幅所限, 计算题和证明题仅给出解答概要或思路.)

一、填空题 (每空 3 分, 共 15 空)
1. 870 2. −f ′(a) (提示: 利用导数定义.) 3. x = 1 4. n

m
5. y = t0x− f(t0)

6. 2xF ′(x2 + y2) + F ′(x+ y)

1− 2yF ′(x2 + y2)− F ′(x+ y)
7. e (提示: L’Hospital 法则.) 8. −16a5 sin(2ax) (提示: 标准形式.)

9. y = x+
1

2
10. 1 11. xx(lnx+ 1) (提示: 对数求导.) 12. 1 (提示: 分子有理化, Taylor 展开.)

13. [0, 8] 14. 1 + t; e−t

二、计算题 (每题 8 分, 共 5 题)

1. 令 t :=
1

x
→ 0+, 记 y :=

[
f(a+ t)

f(a)

] 1
t

. 则 ln y =
ln |f(a+ t)| − ln |f(a)|

t
, lim

t→0+
ln y =

d(ln |f |)
dt

∣∣∣∣
x=a

=
f ′(a)

f(a)
,

故 I = e
f′(a)
f(a) . 注: 若直接变形 y =

[
1 + f(a+t)−f(a)

f(a)

] f(a)
f(a+t)−f(a)

· f(a+t)−f(a)
tf(a) , 则要求 f(a+ t) ̸= f(a), 但这里不扣分.

2. y = 1 +
2

3
· 1

x− 2
+

1

3
· 1

x+ 1
(4 分), 因此 y(n)(x) =

(−1)nn!

3

[
2(x− 2)−n−1 + (x+ 1)−n−1] (4 分).

3. 记 f(x) :=


lnx
x− 1

x ≠ 1

1 x = 1
, 则 f(x) 在 R+ 上连续. x ̸= 1 时, f ′(x) =

x− 1− x lnx
x(x− 1)2

, 研究 x− 1− x lnx 知其

恒负, 故 f(x) 单调递减. 进而在 (0, 1) 和 (1,+∞) 上讨论知 a = 1. (8 分)
4. (1) lim

x→0
g(x) =

1

f ′(0)
= 1, 故 a = 1 时 g(x) 连续. (4 分) (2) g(x) = 1− 1

3
x2 − 1

4
x3 + o(x3). (4 分)

5. f ′(0) = lim
x→0

g(x)

x
sin 1

x
(2 分), 而

∣∣∣∣g(x)x sin 1

x

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣g(x)x
∣∣∣∣→ g′(0) = 0 (4 分), 故 f ′(0) = 0 (2 分).

三、证明题 (合计 15 分, 共 2 题)

1. 两端为齐次式, 令 x =
b

a
∈ (1,+∞), 即要证 lnx >

2(x− 1)

x+ 1
并记 f(x) = (x + 1) lnx − 2(x − 1) (2 分).

f ′(x) = lnx +
1

x
− 1 (2 分), f ′′(x) =

1

x
− 1

x2
> 0 (2 分), 故 f ′(x) 在 (1,+∞) 上单调递增, 进而 f(x) 在 (1,+∞)

上单调递增, 即有 f(x) > f(1) = 0. 移项即得所求式. (2 分)

2. (1) 设 f(x) 在 x1, x2 ∈ (0, 1) 处分别取最小、最大值 (且为极值点). 在 x1 处由 Taylor 公式知 f(x) = f(x1) +
f ′′(ξ)

2
(x − x1)

2(∃ξ). (2 分)取 x = 0 知 |f(x1)| ≤
M

2
. 同理 |f(x2)| ≤

M

2
, 即得. (2 分) (2) 类似上一问, 仅需对

x1 ∈
(
0, 1

2

]
和 x1 ∈

(
1
2
, 1
)
的情形分别讨论, 用邻近的端点放缩即可. (4 分)
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清华大学 2008 级一元微积分期中考试试题
2008.11.7

一、填空题 (每空 3 分, 共 15 空) [请将答案直接填写在横线上]

1. 设 f(x) = x2ex, 则 f (10)(0) = .

2. 设 f ′(a) 存在, 则 lim
n→+∞

n

[
f

(
a− 1

n

)
− f

(
a+

1

n

)]
= .

3. 设 f(x) 在 x = 1 的一个邻域内可导, 且满足条件 lim
x→0

f(1)− f(1− x)

x
= −1, 则曲线 y = f(x)

在点 (1, f(1)) 处的斜率为 .

4. 点 (1, 0) 到抛物线 y2 = x 的最短距离是 .

5. 求极限 lim
x→0

√
1 + αx−

√
1 + βx

x
= .

6. 求极限 lim
x→0

(
1 + tanx
1 + sinx

) 1
sin x

= .

7. 假设当 x→ 0 时, 函数 (1− ax)
1
4 − 1 和函数 sinx 是等价无穷小, 则 a = .

8. 函数 f(x) = x3 − 3x+ 2 在闭区间 [−2, 2] 上的最大值为 .

9. 设 f(x) =

x+ a x ≤ 0

ln(1 + x)

x
x > 0

, 则当 a = 时, 函数 f 在 x = 0 处连续.

10. 设 y = y(x) 是由方程 ex+y + cos y = 1 确定的可微隐函数, 则其导函数 dy
dx = .

11. 求极限 lim
x→1−

lnx ln(1− x) = .

12. 已知由方程 x = 1 + y + y3 确定了一个可微的隐函数 y = y(x), 满足 y(1) = 0, 那么其导函数在
x = 1 处的值 y′(1) = .

13. 函数 f(x) =
2x2 + e−x

1 + x
的斜渐近线方程为 .

14. 由参数方程

x = sin t

y = et
表示的曲线在点

(
1√
2
, eπ

4

)
处的切线方程为 .

15. 设 f(x) = x2, h(x) = f(1 + g(x)), 其中 g(x) 在 x = 1 的一个邻域内可导, 且 g′(1) = h′(1) = 1,
则 g(1) = .

二、计算题 (每题 8 分, 共 5 题) [请写出详细的计算过程和必要的依据]

1. 设 y = y(x) 是由参数方程

x = t− sin t

y = 1− cos t
(旋轮线)所确定的二阶连续可微函数. 计算 d2y

dx2 .

2. 计算函数 y(x) 的 n 阶导函数 y(n)(x), 其中函数 y(x) 由下式给出: y(x) = x2 + x+ 2

x2 − 2x− 3
.

3. 确定函数 ln(1 + x2) 的单调区间、凸性区间、极值以及拐点, 并画出该函数曲线的草图.

【下一页还有试题……】
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4. 求函数 y = lnx 在 x = 2 处带 Lagrange 余项的 n 阶 Taylor 展开式.

5. 设函数 f(x) 在 x = a 的某个邻域内可导且 f(a) = 0. 若其绝对值函数 |f(x)| 在 x = a 处也可

导, 求 f ′(a) 的值, 并说明理由.

三、证明题 (合计 15 分, 共 2 题) [请写出详细的证明过程]

1. (8 分)设函数 f(x) 在闭区间 [a, b] 上连续, 在开区间 (a, b) 上二阶可导. 进一步假设 f(a) =

f(b) = 0, 且存在一点 c ∈ (a, b) 使得 f(c) > 0. 证明: 存在一点 ξ ∈ (a, b), 使得 f ′′(ξ) < 0.

2. (7 分)证明: 当 x > 0 时, (x2 − 1) lnx ≥ (x− 1)2.

答案与提示

(说明: 本卷参考答案未公开, 以下答案仅供参考, 使用时务必谨慎核验.)

一、填空题 (每空 3 分, 共 15 空)

1. 90 2. −2f ′(a) (提示: 利用导数定义.) 3. −1 4.
√
3

2
5. α

m
− β

n
(提示: L’Hospital 法则

或 Taylor 展开.) 6. 1 (提示: 取对数用 L’Hospital 法则.) 7. −4 8. 4 9. 1 10. ex+y

sin y − ex+y

11. 0 (提示: 作代换 t = 1− x→ 0+.) 12. 1 13. y = 2x− 2 14. y =
√
2eπ

4 x 15. −1

2
二、计算题 (每题 8 分, 共 5 题)

1. dy
dx =

sin t
1− cos t ,

d2y

dx2 = − 1

(1− cos t)2 .

2. y =
7

2(x− 3)
− 1

2(x+ 1)
+ 1, y(n) = (−1)nn!

[
7

2(x− 3)n+1
− 1

2(x+ 1)n+1

]
.

3. 记 f(x) := ln(1 + x2), 则 f ′(x) =
2x

1 + x2
, f ′′(x) =

2(1− x3)

(x2 + 1)2
. 故函数在 (−∞, 0) 上单调递减, 在 (0,+∞) 上单

调递增, 有极小值 f(0) = 0; 函数在区间 (−∞,−1) 及 (1,+∞) 上凸, 而在区间 (−1, 1) 下凸, 有拐点 (±1, ln 2).

4. 令 t := x−2,则可化为 y = ln 2+ ln
(
1 +

t

2

)
Taylor
====== ln 2+

n∑
k=1

(−1)k−1tk

k · 2k +Rn = ln 2+
n∑

k=1

(−1)k−1(x− 2)k

k · 2k +

(−1)n(x− 2)n+1

(n+ 1)[θ(x− 2) + 2]n+1
, 其中 θ ∈ (0, 1).

5. 记 g(x) := |f(x)|, 则 g′+(a) = lim
h→0+

|f(a+ h)| − |f(a)|
h

f(a)=0
======

∣∣∣∣ lim
h→0+

f(a+ h)− f(a)

h

∣∣∣∣ = |f ′(a)|, 同理

g′−(a) = −|f ′(a)|, 故由 g(x) 的可导性只能有 f ′(a) = 0.

三、证明题 (合计 15 分, 共 2 题)

1. 由已知条件及 Lagrange中值定理: ∃α ∈ (a, c) : f ′(α) =
f(c)− f(a)

c− a
> 0, ∃β ∈ (c, b) : f ′(β) =

f(c)− f(b)

c− b
< 0.

而 f ′ ∈ D[α, β], 故 ∃ξ ∈ (α, β) ⊂ (a, b) : f ′′(ξ) =
f ′(α)− f ′(β)

α− β
< 0.

2. 记 g(x) := (x + 1) lnx − (x − 1), 则 g′(x) = lnx +
1

x
, g′′(x) = x− 1

x2

> 0 x ∈ (1,+∞)

< 0 x ∈ (0, 1)
, 故导函数 g′(x) ≥

g′(1) = 1 > 0, 从而 g(x) 在 (0,+∞) 上单调递增. 而 g(1) = 0, 故 (x− 1)g(x) ≥ 0, 移项整理即得.
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清华大学 2010 级微积分 A(1) 期中考试试题
2010.11

(本卷后用作期中考试样卷.)

一、填空题 (每空 3 分, 共 15 空) [请将答案直接填写在横线上]

1. lim
x→∞

(
1 + x

2 + x

)x

= .

2. lim
x→0

sin 2x− x

arcsinx+ x
= .

3. lim
x→+∞

ln(1 + x)

ln(1 + x3)
= .

4. lim
x→4

√
1 + 2x− 3√
x− 2

= .

5. 当 x→ 0 时, f(x) = 1

sinx − 1

x
为 xk 的同阶无穷小量, 则 k = .

6. 函数 f(x) =
1

1− e x
1−x
在 x = 1 处间断点的类型为 .

7. 设 y = xx(x > 0), 则其微分 dy = .

8. 设 f(x) = esin(x2+1), 则 f ′(x) = .

9. 设由

x = 2t+ sin t

y = cos t
确定 y = f(x), 则在 x = 0 (即 t = 0) 点, f ′(0) = .

10. 设 y = ex + lnx(x > 0), 则其反函数 x = x(y) 的导数
dx
dy = .

11. 函数 f(x) = xex 的 n 阶导函数 (n ≥ 1) f (n)(x) = .

12. 函数 f(x) = x4 − 2x2 + 5 在区间 [−2, 2] 上的最大值为 .

13. 设 f(x) = |x− sinx|, 则 f ′(0) = .

14. 曲线 y = (x+ 1) 3
√
3− x 在其上一点 (−1, 0) 的法线方程为 .

15. 曲线 y = 3
√
x3 + x2 + x+ 1 的渐近线方程为 .

二、计算题 (每题 10 分, 共 4 题) [请写出详细的计算过程和必要的依据]

1. 确定 a, b 的值, 使函数 f(x) =

sin ax x ≤ 0

ln(1 + x) + b x > 0
在 (−∞,+∞) 内可导.

2. 计算 lim
x→+∞

(π
2
− arctanx

) 1
ln x .

3. 设 f ′′(x) 存在且 f ′(x) ̸= 1,∀x ∈ (−∞,+∞), 函数 y = y(x) 由 y = f(x+ y) 确定. 求 y′ 与 y′′.

4. 求 f(x) = |x3 − 2x2 +x| 的所有最大单增区间、上凸下凸区间、极大极小值点, 并画出 y = f(x)

的图像示意图.

【下一页还有试题……】
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三、证明题 (合计 15 分, 共 2 题) [请写出详细的证明过程]

1. (8 分)证明: 当 x > 0 时, (x2 − 1) lnx ≥ (x− 1)2.

2. (7 分)设 f(x) ∈ C(1)(−∞,+∞) 为下凸函数.
(1) 证明: ∀x0, x ∈ (−∞,+∞) : f(x) ≥ f(x0) + f ′(x0)(x− x0);
(2) 证明: 若存在常数 M > 0, 使得 ∀x ∈ (−∞,+∞), 均有 |f(x)| ≤M , 则 f(x) 为常值函数.

答案与提示

(说明: 以下为官方提供的参考答案. 受篇幅所限, 计算题和证明题仅给出解答概要或思路.)

一、填空题 (每空 3 分, 共 15 空)
1. 1

e 2. 1

2
(提示: Taylor 展开.) 3. 1

3
(提示: 注意 x→ +∞, 只能用 L’Hospital 法则.) 4. 4

3
5. 1 (提示: 通分后 Taylor 展开.) 6. 第一类间断点 7. xx(1 + lnx)dx 8. 2x cos(x2 + 1)esin(x2+1)

9. 0 10. 1

ex + 1
x

11. (x+ n)ex 12. 13 13. 0 14. y = −
3
√
2

2
(x+ 1) 15. y = x+

1

3

二、计算题 (每题 10 分, 共 4 题)
1. 由连续性知 lim

x→0−
f(x) = 0, lim

x→0+
f(x) = b ⇒ b = 0. (3 分)据导数定义有 f ′

−(0) = a, f ′
+(0) = 1 ⇒ a = 1 (6 分).

故 a = 1, b = 0 (1 分).

2. 取对数得 lim
x→+∞

π
2
− arctanx

lnx
L’Hospital
========= lim

x→+∞
x ·

− 1
1+x2

π
2
− arctanx (4 分) = lim

x→+∞

x
1+x2

arctanx− π
2

L’Hospital
=========

lim
x→+∞

(1 + x2) · 1− x2

(1 + x2)2
= −1 (4 分), 故原极限 lim

x→+∞

(π
2
− arctanx

) 1
ln x

=
1

e . (2 分)

3. y′ = f ′(x+ y)

1− f ′(x+ y)
(4 分), y′′ = f ′′(x+ y)

[1− f ′(x+ y)]3
(6 分).

4. 讨论 g(x) := x3 − 2x2 + x 的一阶与二阶导数, 知 f(x) 在 (−∞, 0) 及 ( 1
3
, 1) 上单调递减, 而在 (0, 1

3
) 及 (1,+∞)

上单调递增 (2 分); 在 (−∞, 0) 及 ( 1
2
,+∞) 下凸, 而在 (0, 2

3
) 上凸 (2 分). 进而, 函数有极大值点 x =

1

3
, 有极小值

点 x = 0 和 x = 1 (2 分). 函数草图略. (4 分, 酌情给分)

三、证明题 (合计 15 分, 共 2 题)

1. 记 φ(x) := lnx − x− 1

x+ 1
, 则 φ′(x) =

x2 + 1

x(x+ 1)2
> 0,∀x > 0. (3 分)而 φ(1) = 0, 故 φ(x)

< 0 x ∈ (0, 1)

> 0 x ∈ (1,+∞)
.

(4 分)移项知 x > 0 时原不等式恒成立. (1 分)

2. (1) 若 x > x0, 则 ∃ξ ∈ (x0, x) :
f(x)− f(x0)

x− x0
= f ′(ξ) ≥ f ′(x0) (由下凸性知 f ′(x) 单调递增), 移项即得待证

式. x < x0 的情形同理可证. (4 分) (2) 用反证法, 假设 ∃x1 < x2 : f(x1) ̸= f(x2), 可不妨设 f(x1) < f(x2), 则

k :=
f(x2)− f(x1)

x2 − x1
> 0. 由 Lagrange 中值定理, ∃ξ ∈ (x1, x2)Lf

′(ξ) = k, 从而 f ′(x) > k, ∀x > ξ. 由 (1) 得:

f(x) > f(ξ) + k(x− ξ),∀x > ξ, 这与 f(x) 的有界性矛盾. 故假设不成立, 命题得证. (3 分)
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清华大学 2011 级微积分 A(1) 期中考试试题
2011.11.12

一、填空题 (每空 3 分, 共 15 空) [请将答案直接填写在横线上]

1. 设 xn =
1

n
+

(−1)n

2
, 则上极限 lim

n→+∞
xn = .

2. 设 A = {x | x2 − 2x− 3 < 0}, 则 infA = .

3. lim
x→0

(1− cosx) 1
ln x = .

4. 设 a, b 均为正数, 求极限 lim
n→+∞

(
a

1
n + 2b

1
n

3

)n

= .

5. lim
x→∞

(
cos 1

x

)x

= .

6. 设 an =
n∑

k=1

1√
n2 + k

, 则极限 lim
n→+∞

an = .

7. 设 f(x) =


1− ex
x

x ̸= 0

−1 x = 0
, 则 f ′(0) = .

8. 函数 f(x) =


|x2 − 1|
x− 1

x ̸= 1

2 x = 1
在 x = 1 处间断点的类型为 .

9. 在 x→ 0 时, 无穷小
√
1 + tanx−

√
1− sinx 的阶为 .

10. 函数 y = y(x) 由参数方程

x = t+ sin t

y = t− cos t
给出, 其微分 dy = .

11. 设 f 可导, 函数 y = f(sinx) 存在可导的反函数, 则 dx
dy = .

12. 曲线 y = x arctanx 在 x→ +∞ 时的渐近线为 .

13. 参数曲线

x = et + sin t

y = 4t+ cos t
在 xOy 平面上点 (1, 1) 处 (即 t = 0 处) 的切线方程为 .

14. 设 f(x) = x(x+ 1)(x+ 2) · · · (x+ 100), 则 f ′(0) = .

15. 设 f(x) = x(x− 1)(x− 2)(x− 3), 则 f ′(x) 在区间 (0, 2) 内有 个零点.

二、计算题 (每题 10 分, 共 4 题) [请写出详细的计算过程和必要的依据]

1. 设二阶可导函数 y = y(x) 由方程 sin(x+ y) = x− y 确定, 求二阶导数 d2y

dx2 .

2. 求函数 f(x) =
lnx
x
在开区间 (0,+∞)上的单调区间, 极值和极值点, 凸性区间, 以及渐近线 (如

果存在的话), 并画出草图.

3. 设数列 {an} 满足条件 lim
n→+∞

a2n = a, lim
n→+∞

a2n+1 = b. 求极限 lim
n→+∞

a1 + a2 + · · ·+ an
n

.

【下一页还有试题……】
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4. 用极限的 “ε− δ” 定义直接验证 lim
x→2

1

x2 − 1
=

1

3
.

三、证明题 (合计 15 分, 共 2 题) [请写出详细的证明过程]

1. (8 分)设 0 < x < 1, 证明不等式 (1 + x) ln2(1 + x) < x2.

2. (7 分)设 f(x) 于闭区间 [0, 1] 上可导, f(0) = 0, f(1) = 1, 且 f(x) 不恒等于 x. 证明: 存在
ξ ∈ (0, 1), 使得 f ′(ξ) > 1.

答案与提示

(说明: 以下为官方提供的参考答案. 受篇幅所限, 计算题和证明题仅给出解答概要或思路.)

一、填空题 (每空 3 分, 共 15 空)
1. 1

2
2. −1 3. e2 (提示: 取对数用 L’Hospital 法则.) 4. 3

√
ab2 (提示: 幂平均结论, 取对数用等价无

穷小.) 5. 1 (提示: 作代换 t :=
1

x
→ 0+.) 6. 1 (提示: 放缩法.) 7. −1

2
8. 第一类 (跳跃) 间断点

9. 1 (提示: Taylor 展开.) 10. 1 + sin t
1 + cos tdx 11. 1

f ′(sinx) cosx 12. y =
π

2
x− 1 13. y = 2x− 1

14. 100! 15. 2

二、计算题 (每题 10 分, 共 4 题)

1. y′ = 1− cos(x+ y)

1 + cos(x+ y)
, y′′ = sin(x+ y)(1 + y′)2

1 + cos(x+ y)
.

2. 求导得 f ′(x) =
1− lnx
x2

, f ′′(x) =
2 lnx− 3

x3
. 因此, 函数在 (0, e) 上单调递增, 在 (e,+∞) 上单调递减, 从而有

极大值点 x = e (对应极大值 f(e) = 1
e ). 函数在 (0, e 3

2 ) 上凸, 在 (e 3
2 ,+∞) 下凸, 从而有拐点 (e 3

2 , 3
2
e− 3

2 ). 函数有
两条渐近线 x = 0 和 y = 0. 函数草图略.
3. 由题意, lim

n→+∞

a2 + a4 + · · ·+ a2n
n

= a, lim
n→+∞

a1 + a3 + · · ·+ a2n−1

n
= b. 记 Sn :=

a1 + a2 + · · ·+ an
n

, 则

lim
n→+∞

S2n =
a+ b

2
, 且 lim

n→+∞
S2n+1 = lim

n→+∞

(
2n

2n+ 1
S2n +

a2n+1

2n+ 1

)
=
a+ b

2
. 故原极限值为 a+ b

2
.

4. ∀ε > 0,∃δ = min
{
1

2
,
5

6
ε

}
,∀x ∈ (2 − δ, 2 + δ) ⊂

(
3

2
,
5

2

)
:

∣∣∣∣ 1

x2 − 1
− 1

3

∣∣∣∣ = |x+ 2||x− 2|
3|x2 − 1| <

( 5
2
+ 2)|x− 2|
3( 9

4
− 1)

=

6

5
|x− 2| < ε. 此即为极限定义.

三、证明题 (合计 15 分, 共 2 题)

1. 记 F (x) := (1+x) ln2(1+x)−x2, 求导得 F ′(x) = ln2(1+x)+ 2 ln(1+x)− 2x, F ′′(x) =
2[ln(1 + x)− x]

1 + x
< 0,

∀x ∈ (0, 1). 而 F (0) = F ′(0) = 0, 故 F (x) 在 (0, 1) 上单调递减, F (x) < F (0) = 0,∀0 < x < 1.

2. 用反证法, 假设 f ′(x) ≤ 1,∀x ∈ (0, 1), 则 F (x) := f(x) − x 在 [0, 1] 上单调递减 (由 F ′(x) ≤ 0). 因此

0 = F (0) ≥ F (x) ≥ F (1) = 0,∀x ∈ (0, 1), 即 f(x) ≡ x, 与题设矛盾. 故假设不成立, 命题得证. (本题也有利用微分

中值定理的构造性证明.)
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清华大学 2012 级微积分 A(1) 期中考试试题
2012.11.11

一、填空题 (每空 3 分, 共 15 空) [请将答案直接填写在横线上]

1. lim
x→0

x tan4 x

sin3 x(1− cosx)
= .

2. 设 lim
n→∞

an = A, 则 lim
n→∞

a1 + 2a2 + · · ·+ nan
n2

= .

3. lim
x→∞

x2
(

e 1
x − e 1

x+1

)
= .

4. 函数 f(x) = x2|x| 在 x = 0 处存在最高阶导数的阶数为 .

5. 曲线 y = ex + x2 + 1 在其上一点 (0, 2) 处的切线方程为 .

6. 设函数 y = y(x) 由参数方程

x = et cos t

y = et sin t
确定, 则 dy

dx = .

7. 设 f(x) =
x

1− x
, 则 f (10)(x) = .

8. 设 y = x+ ex, 则其反函数的导数 dx
dy = .

9. 设 x→ 0 时 1− cosx 与 1− (1 + ax2)
1
3 是同阶无穷小量, 则 a = .

10. 设函数 f, g 均可微, y = f(x2)g(x3), 则 dy = .

11. 函数 f(x) =
1

sin 1
1−x

在 x = 1 处间断点的类型为 .

12. lim
x→0

(cosx) 1
sin2 x = .

13. lim
n→+∞

cos2(
√
n2 + nπ) = .

14. 曲线 y =
x3 + 3x+ 4

x2 + 1
的斜渐近线为 .

15. 函数 f(x) = 3x
2
3 − 2x 在区间 [−1, 2] 上的最小值为 .

二、计算题 (每题 10 分, 共 4 题) [请写出详细的计算过程和必要的依据]

1. 设函数 f(x) =

ln(x2 + a2) x > 1

sin b(x− 1) x ≤ 1
在 R 上可导, 求 a, b 的值.

2. 求函数 y =
x

3
√
x2 − 1

的单调区间和凸性区间, 并写出其极值点和拐点.

3. 求极限 lim
x→0

3
√

cosx− e− x2

6

sin(x2)− ln(1 + x2)
.

4. 设函数 y = y(x) 由参数方程


x = ln t+ t

y =
t2

2
+ t

确定, 求 d2y

dx2 .

【下一页还有试题……】
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三、证明题 (合计 15 分, 共 2 题) [请写出详细的证明过程]

1. (8 分)设 0 ≤ x1 ≤
√
c, xn+1 =

c(1 + xn)

c+ xn
,∀n ∈ Z+ (其中 c > 1 为常数). 证明数列 {xn} 收敛,

并求其收敛值.

2. (7 分)设函数 f(x) 在 [0,+∞) 可导.
(1) 若 f(0) = lim

x→+∞
f(x) = 0, 求证: 存在 ξ ∈ (0,+∞), 使 f ′(ξ) = 0.

(2) 若 0 ≤ f(x) ≤ ln 2x+ 1

x+
√
1 + x2

, 求证: 存在 ξ ∈ (0,+∞), 使 f ′(ξ) =
2

2ξ + 1
− 1√

1 + ξ2
.

答案与提示

(说明: 本卷参考答案未公开, 以下答案仅供参考, 使用时务必谨慎核验.)

一、填空题 (每空 3 分, 共 15 空)
1. 2 2. A

2
(提示: Stolz 定理.) 3. 1 4. 2 阶 5. y = x+ 2 6. cos t+ sin t

cos t− sin t 7. 10!

(1− x)11

8. 1

1 + ex 9. −3

2
10. [2xf ′(x2) · g(x3) + f(x2) · 3x2g′(x3)]dx 11. 第二类间断点 (提示: 左右极限震

荡型不存在.) 12. e−
1
2 13. 1 14. y = x 15. 3 3

√
4− 4 (提示: 检验极值可疑点.)

二、计算题 (每题 10 分, 共 4 题)
1. 由 lim

x→1+
ln(a+ 1) = f(1) = 0 得 a = 0, 进而由 b = f ′

−(1) = f ′
+(1) = 2 得 b = 2.

2. y′ =
x2 − 3

3(x2 − 1)
4
3

, y′′ = 2x(9− x2)

9(x2 − 1)
7
3

. 故函数在 (−∞,−
√
3) 及 (

√
3,+∞) 上单调递增, 在 (−

√
3,−1), (−1, 1),

(1,+
√
3) 上单调递减, 有极值点 ±

√
3; 函数在区间 (−∞,−3), (−1, 0), (1, 3) 下凸, 在区间 (−3,−1), (0, 1), (3,+∞)

上凸, 有拐点 ±
(
3,

3

2

)
和 (0, 0).

3. lim
x→0

3
√

cosx− e− x2

6

sin(x2)− ln(1 + x2)

Taylor
====== lim

x→0

(1− x2

6
− x4

72
) + (1− x2

6
+ x4

72
) + o(x4)

x2 − (x2 − x4

2
) + o(x4)

= lim
x→0

−x4

36
+ o(x4)

x4

2
+ o(x4)

= − 1

18
.

4. dy
dx = t, d2y

dx2 =
d
dt
( dy

dx
)

dx
dt

=
t

1 + t
.

三、证明题 (合计 15 分, 共 2 题)

1. 注意到 xn+1 − xn =
c− x2n
c+ xn

(n ∈ Z+), 故用归纳法可证 0 ≤ xn+1 ≤ xn ≤
√
c (n ∈ Z+), 从而 {xn} 单调有界,

必有极限 A. 递推式两端取极限并化简得 A2 = c, 由保号性知数列的极限值为 A =
√
c.

2. (1) 若 f(x) 在 (0,+∞) 上有一根 x0, 则对区间 (0, x0) 用 Rolle 定理即可. 否则, 由连续性知 f(x) 在 (0,+∞)

上不变号, 不妨设为恒正. 则 ∃M > 0, ∀x > M : f(x) < f(1); 特别地, 0 < f(2M) < f(1). 又由 f(x) 的连续性,

∃m ∈ (0, 1) : f(m) = f(2M), 从而对区间 (m, 2M) 用 Rolle 定理即可. (2) 记 g(x) := f(x) − ln 2x+ 1

x+
√
1 + x2

,

则不难验证 g(0) = 0. 而 lim
x→+∞

ln 2x+ 1

x+
√
1 + x2

= 0, 再由夹逼定理即得 lim
x→+∞

g(x) = 0. 因此, 由 (1) 的结论知

∃ξ ∈ (0,+∞) : g′(ξ) = 0. 移项整理即得待证不等式.
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清华大学 2013 级微积分 A(1) 期中考试试题
2013.11.17

一、填空题 (每空 3 分, 共 15 空) [请将答案直接填写在横线上]

1. 当 x→ 0 时, 3x− 4 sinx+ sinx cosx 与 xp 为同阶无穷小, 则 p = .

2. lim
x→0

√
1 + sinx−

√
1 + x

ln(1 + x2)
= .

3. lim
n→+∞

n2
(
3

1
n−1 − 3

1
n

)
= .

4. 由方程 x2 + y2 + sinx+ sin y = 1 确定的隐函数 y = y(x) 的导数为
dy
dx = .

5. 函数 f(x) =


sin 2x+ e2ax − 1

x
x ̸= 0

a x = 0
在 (−∞,+∞) 连续, 则 a = .

6. 函数 y = sinx+ ex 的反函数微分 dx = .

7. lim
x→∞

[
x2

(x− 2)(x+ 3)

]x
= .

8. lim
x→0

(
1

sin2 x
− 1

x2

)
= .

9. 设 f(x) =

x
2 arctan 1

x
x < 0

ln(1 + x2) x ≥ 0
, 则 f ′(0) = .

10. 曲线 L的参数方程为

x = sin t+ t

y = t sin t− cos t
(t为参数),则 L在参数 t =

π

2
处的切线方程为 .

11. 设 a, b 均为大于 0 的常数, f(x) = ax
b , 则 f ′(x) = .

12. 曲线 y = (2x− 1)e 1
x 的斜渐近线方程为 .

13. 设 (1, 3) 为 y = ax3 + bx2 的拐点, 则 b− a = .

14. 函数 f(x) = lim
n→+∞

1

1 + xn
(x ≥ 0) 的间断点类型为 .

15. 使不等式 ln(1 + x) < α+ 2
√
1 + x 对任意的 x > 0 都成立的 α 的最小值为 .

二、计算题 (每题 10 分, 共 4 题) [请写出详细的计算过程和必要的依据]

1. 求由参数形式

x = cos t+ t

y = sin t+ t
给出的函数 y = y(x) 的二阶导数

d2y

dx2 .

2. 求函数 f(x) = sin(x2 + 2
√
πx) 在 x0 = −

√
π 处的带有 Peano 余项的 Taylor 公式 (求出一般

项), 并求 f (n)(−
√
π).

3. 设 f(x) =

√
x3

x− 1
, 求 f(x) 的定义域、单调区间、极值点、凸性区间、拐点及渐近线, 并画出

y = f(x) 的示意图.

【下一页还有试题……】
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4. 设 f(x) =


g(x)− e−x

x
x ̸= 0

a x = 0
, 其中 g(x) 二阶连续可微, g(0) = 1, g′(0) = −1.

(1) a 为何值时 f(x) 在 (−∞,+∞) 上连续?
(2) 当 f(x) 为连续函数时, f(x) 是否可导? 若可导, 求 f ′(x).

三、证明题 (合计 15 分, 共 2 题) [请写出详细的证明过程]

1. (8 分)设函数 f(x) 在区间 [a, b] 上三阶可导, 且在 [a, b] 上 |f ′′′(x)| ≤ M , f(a + h) = f(a) +

f ′
(
a+

h

2

)
h+ E(h) (0 < h < b− a), 其中 E(h) 为误差项. 求证: |E(h)| ≤ 7

24
Mh3.

2. (7 分)设 x0 > 0, xn = ln(1 + xn−1) (n = 2, 3, 4, · · · ). 求证:
(1) lim

n→+∞
xn 存在, 并求其值;

(2) lim
n→+∞

nxn = 2.

答案与提示

(说明: 以下为官方提供的参考答案. 受篇幅所限, 计算题和证明题仅给出解答概要或思路.)

一、填空题 (每空 3 分, 共 15 空)
1. 5 2. 0 (提示: 分子有理化.) 3. ln 3 4. −2x+ cosx

2y + cos y 5. −2 6. dy
cosx+ ex 7. 1

e (提

示: 取对数.) 8. 1

3
(提示: 通分后 Taylor 展开.) 9. 0 10. y = 2x − 2 − π

2
11. b ln a · xb−1ax

b

12. y = 2x+ 1 13. 6 14. 第一类间断点 15. −2

二、计算题 (每题 10 分, 共 4 题)

1. dy
dx =

1 + cos t
1− sin t , d2y

dx2 =
1 + cos t− sin t
(1− sin t)3 .

2. f(x) = − sin(x+
√
π)2 = −(x+

√
π)2 +

1

3!
(x+

√
π)6 + · · ·+ (−1)n−1

(2n+ 1)!
(x+

√
π)4n+2 + o

(
(x+

√
π)4n+2).

从而有 fn(−
√
π) =

(−1)k−1 · (4k+2)!
(2k+1)!

n = 4k + 2

0 n ̸= 4k + 2
(k ∈ Z+).

3. f(x) 的定义域为 (−∞, 0)∪ (1,+∞). 求导得 f ′(x) =

(
x− 3

2

)√
x

(x− 1)3
, 故函数在 (−∞, 0) 和 (1, 3

2
) 内递减,

在 ( 3
2
,+∞) 内递增, 从而有极小值点 x =

3

2
; f ′′(x) =

3

4

√
x

(x− 1)3
· 1

x(x− 1)
> 0, 故函数在定义域内均下凸. 函数

有渐近线 y = x− 1

2
, y = −x+

1

2
和 x = 1. 函数草图略.

4. (1) 在 x = 0 处, g(x) = 1 − x + o(x) ⇒ f(x) = o(1), x → 0, 因此必然有 a = 0. (2) 由定义得 f ′(0) =

lim
x→0

f(x)− f(0)

x
= lim

x→0

g(x)− e−x

x2
L’Hospital
========= lim

x→0

g′(x) + e−x

2x
=

1

2
lim
x→0

[
g′(x)− g(0)

x
+

e−x − 1

x

]
=
g′′(0)− 1

2
.

而 x ̸= 0 时显然有 f ′(x) =
x[f ′(x) + e−x]− [g(x)− e−x]

x2
, 故函数可微.

三、证明题 (合计 15 分, 共 2 题)

1. 在 x = a处对 f(x)和 f ′(x)作 Taylor展开: f(a+h) = f(a)+f ′(a)h+
f ′′(a)

2
h2+

f ′′′(a+ θ1h)

6
h3 (∃θ1 ∈ (0, 1)),

f ′
(
a+

h

2

)
= f ′(a) +

f ′′(a)

2

h

2
+
f ′′′(a+ θ2h)

2

(
h

2

)2

(∃θ2 ∈ (0, 1)), 相减得

|E(h)| =
∣∣∣∣f(a) + f ′

(
a+

h

2

)
h− f(a+ h)

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣[f ′′′(a+ θ2h)

8
− f ′′′(a+ θ1h)

6

]
h3

∣∣∣∣ ≤ 7

24
Mh3.

2. (1) 易见 0 < xn = ln(1 + xn−1) < xn−1, 故 {xn} 单调有界, 必有极限. 两边取极限知极限值为 0. (2) 由 Stolz

定理: lim
n→+∞

nxn
Stolz
===== lim

n→+∞

(n+ 1)− n
1

xn+1
− 1

xn

= lim
n→+∞

xn ln(1 + xn)

xn − ln(1 + xn)

x:=xn→0
======== lim

x→0

x ln(1 + x)

x− ln(1 + x)

Taylor
====== 2.
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清华大学 2015 级微积分 A(1) 期中考试试题
2015.11.15

一、填空题 (每空 3 分, 共 15 空) [请将答案直接填写在横线上]

1. lim
x→+∞

[
x− x2 ln

(
1 +

1

x

)]
= .

2. lim
n→+∞

(arctann) 1
n = .

3. lim
x→0

(1− cosx) 1
ln x = .

4. 当 x→ 0 时, 函数 1− cos
(

ex2 − 1
)
与 xn 为同阶无穷小, 则 n = .

5. 如果 lim
x→2

f(x)− 1

x− 2
= 3, 则 lim

x→2

ef(x) − e
x− 2

= .

6. 函数 f(x) =

2ax+ b x ≤ 0

eax + 2bx x > 0
在 x = 0 点可导, 则 a+ b = .

7. lim
x→1

(
x

x− 1
− 1

lnx

)
= .

8. 设 f(x) =

(
1 +

1

x

)x

, 则 f ′(x) = .

9. 设 f(x) =
√
x+

√
x, 则 f ′(x) = .

10. 设 f 为可微函数, y = f(ex) + f(lnx), 则 dy
dx = .

11. 由参数方程

x = eθ cos θ

y = eθ sin θ
表示的曲线 y = y(x) 在 θ =

π

2
对应点处的切线方程为 .

12. 设函数 y = y(x) 由方程 y2 + ln y = x4 确定, 则 dy = .

13. 设 y = x sinx, x = x(y) 为其反函数, 则 dx
dy = .

14. 曲线 y =
x2 + x

x2 − 1
的渐近线条数为 .

15. f(x) = ln(x− 1) 在 x0 = 2 点的三阶 Taylor 多项式为 .

二、计算题 (每题 10 分, 共 4 题) [请写出详细的计算过程和必要的依据]

1. 已知 f(x) = (x+ 1)e 1
2x .

(1) 求函数 f(x) 的单调区间和凹凸区间;
(2) 求曲线 y = f(x) 的渐近线.

2. 设 f(x) 有二阶连续导函数, 且 f(0) = 0. 令 g(x) =


f(x)

x
x ̸= 0

f ′(0) x = 0
.

(1) 求 g′(x);
(2) 讨论 g′(x) 在 x = 0 点处的连续性.

【下一页还有试题……】
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3. 在曲线 y = x2 上求一个点 (x0, y0), 其中 x0 ∈ [0, 8], 使过此点的切线与直线 x = 8, y = 0 所围

成的位于第 I 象限的三角形面积最大.

4. 设函数 y = y(x) 由参数形式

x = t+ et

y = t− ln t
给出, 求 d2y

dx2 .

三、证明题 (合计 15 分, 共 2 题) [请写出详细的证明过程]

1. (10 分)设 lim
x→x0

f(x) = A (A ∈ R), 用 “ε− δ” 语言证明: lim
x→x0

ef(x) = eA.

2. (5 分)设函数 f 在 [0, 1] 上连续, 在 (0, 1) 内可导, 且 f(x) ̸= 0,∀x ∈ (0, 1). 试证明: 存在

ξ ∈ (0, 1), 使得 f ′(ξ)

f(ξ)
=
f ′(1− ξ)

f(1− ξ)
.

答案与提示

(说明: 本卷参考答案未公开, 以下答案仅供参考, 使用时务必谨慎核验.)

一、填空题 (每空 3 分, 共 15 空)
1. 1

2
(提示: Taylor 展开.) 2. 1 (提示: arctann → π

2
.) 3. e2 (提示: 取对数用 L’Hospital 法则.) 4.

4 5. 3e 6. 3 7. 1

2
(提示: 作代换 t := x− 1 → 0.) 8.

(
1 +

1

x

)x [
ln
(
1 +

1

x

)
− 1

x+ 1

]
9.

1 + 1
2
√
x

2
√
x+

√
x

10. f ′(ex)ex +
f ′(lnx)

x
11. y = −x + e

π
2 12. 4x3y

2y2 + 1
dx 13. 1

sinx+ x cosx

14. 2 15. (x− 2)− 1

2
(x− 2)2 +

1

3
(x− 2)3 (提示: 区分 Taylor 多项式与 Taylor 展开式.)

二、计算题 (每题 10 分, 共 4 题)

1. 函数定义域为 R \ {0}. (1) f ′(x) = e
1
2x

2x2 − x− 1

2x2
, f ′′(x) = e

1
2x

5x+ 1

4x4
. 因此函数在 (−∞,− 1

2
) 和 (1,+∞)

上单调递增, 在 (− 1
2
, 0) 和 (0, 1) 上单调递减; 函数在区间 (−∞,− 1

5
) 上凸, 在区间 (− 1

5
, 0) 和 (0,+∞) 下凸. (2)

f(x) =

[
1 +

1

2x
+ o

(
1

x

)]
(x+ 1) = x+

3

2
+ o(1), x→ ∞. 故函数有斜渐近线 y = x+

3

2
和竖直渐近线 x = 0.

2. (1)作 Taylor展开得 f(x) = f(0)+f ′(0)x+
f ′′(ξ)

2
x2 (ξ ∈ (0, x)). 因此 lim

x→0

g(x)− g(0)

x
= lim

x→0

f(x)− f ′(0)x

x2
=

lim
x→0

f ′′(ξ)

2
=

f ′′(0)

2
(也可用 L’Hospital 法则). (2) g′(x) =

xf ′(x)− f(x)

x2
(x ̸= 0), 易见 lim

x→0
g′(x)

L’Hospital
=========

f ′′(0)

2
= g′(0), 故 g′(x) 在 x = 0 处连续.

3. 过 (x0, x
2
0) 的切线 y = 2x0x− x20 与直线 y = 0 交于

(x0
2
, 0
)

, 与直线 x = 8 交于 (8, 16x0 − x20). 故三角形面积

S = S(x) =
x(16− x)2

4
(x ∈ (0, 8)). 求导得 S′(x) =

(x− 16)(3x− 16)

4
, 故函数在定义域内有极大值点 16

3
, 不难

验证此为最大值点. 故 Smax = S

(
16

3

)
=

4096

27
.

4. dy
dx =

t− 1

t(1 + et) , d2y

dx2 =
et(−t2 + t+ 1) + 1

t2(1 + et)3 .

三、证明题 (合计 15 分, 共 2 题)

1. ∀ε > 0,∃δ > 0,∀x ∈ (x0− δ, x0+ δ) : |f(x)−A| < min
{

ln
(
1 +

ε

eA
)
,
∣∣∣ln(1− ε

eA
∣∣∣)}, 从而 A+ ln

(
1− ε

eA
)
<

f(x) < A+ ln
(
1 +

ε

eA
)

, 即 −ε < ef(x) − eA < ε. 由极限定义即得证.

2. (说明: 本题似乎有误, 因为显然有 ξ =
1

2
满足题意. 下给出 “利用” 中值定理的方法.) 记 g(x) := f(x)f(1− x),

则 g(0) = g(1) 满足 Rolle 定理条件, 从而 ∃ξ ∈ (0, 1) : g′(ξ) = f ′(ξ)g(1− ξ)− f(ξ)g′(1− ξ) = 0. 移项整理即得.
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清华大学 2016 级微积分 A(1) 期中考试试题
2016.11.13

一、填空题 (每空 3 分, 共 15 空) [请将答案直接填写在横线上]

1. lim
x→0

(
1

x2
− 1

sin2 x

)
= .

2. 若过原点的曲线 y = f(x)在原点与 y = e2x−1有相同的切线,则 lim
n→+∞

nf

(
4

n

)
= .

3. 设函数 y = y(x) 由方程 x2y2 + x2 + y2 − 1 = 0 确定, 则 dy = .

4. 设 f(x) = lim
t→∞

x

(
1 +

1

t

)2xt

, 则 f ′(x) = .

5. lim
n→+∞

n

(
1

n2 + π
+

1

n2 + 2π
+ · · ·+ 1

n2 + nπ

)
= .

6. 当 x→ 0 时, 函数 tan(x2)− sin(x2) 与 xn 为同阶无穷小，则 n = .

7. 常数 a 满足 lim
x→∞

(
3
√
1− x3 − ax

)
= 0, 则 a = .

8. 设 y = y(x) 由方程 xy + ln y = 1 确定, 则曲线 y = y(x) 由在其上的点 (1, 1) 处的切线方程

为 .

9. 设 f(x) =
x− 1

x+ 2
, 则 f (10)(0) = .

10. 设函数 f(x) = lim
n→∞

(n− 1)x

nx2 + 1
, 则 f(x) 的间断点 x = 0 的类型为 .

11. 设 f(x) = φ(a+bx)−φ(a−bx),其中 φ(x)在 x = a可导. 记 φ′(a) = A,则 f ′(0) = .

12. 设 y = ex + arctanx, 则其反函数 x = x(y) 的导数
dx
dy = .

13. 设 f(x) = arcsin
√
x− 1, 则 f ′(x) = .

14. 函数 f(x) = x |sinx| 在
(
−3

2
π,

3

2
π

)
内的不可导点的个数为 .

15. 设函数 y = y(x) 由

x = et + t2

y = et sin t
确定, 则 dy

dx = .

二、计算题 (每题 10 分, 共 4 题) [请写出详细的计算过程和必要的依据]

1. 设函数 y = y(x) 由方程 arctan x
y
= ln

√
x2 + y2 确定, 求 dy

dx 与
d2y

dx2 .

2. 设 f(x) =

lim
t→x

(
sin t
sinx

) t
sin x−sin t

x ̸= nπ, n ∈ Z

0 x = nπ, n ∈ Z
. 求函数 f(x) 的显示表达式, 并求 f(x) 的间

断点 (指出间断点的类型).

3. 设 f(x) =


x arctan 1√

x
x > 0

π

2
(esin x − 1) x ≤ 0

. 讨论 f(x) 在 x = 0 点处的连续性和可微性; 若可微, 讨论其

【下一页还有试题……】
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导函数 f ′(x) 在 x = 0 点处的连续性.

4. 求极限 lim
x→0

√
1 + tanx−

√
1 + sinx

x ln(1 + x)− x2
.

三、证明题 (合计 15 分, 共 2 题) [请写出详细的证明过程]

1. (10 分)设 1 < x1 < 5, xn+1 =
√
xn(5− xn) (n = 1, 2, · · · ). 证明 lim

n→∞
xn 存在, 并求该极限.

2. (5 分)若函数 f(x)在 [0, 1]上连续且严格单调, 在 (0, 1)内可导, f(0) = 0, f(1) = 1. 求证: 对于
任意正整数 n, 存在 n 个不同的 ξ1, ξ2, · · · , ξn ∈ (0, 1), 使得 1

f ′(ξ1)
+

1

f ′(ξ2)
+ · · ·+ 1

f ′(ξn)
= n.

答案与提示

(说明: 本卷参考答案未公开, 以下答案仅供参考, 使用时务必谨慎核验.)

一、填空题 (每空 3 分, 共 15 空)

1. −1

3
(提示: 通分后 Taylor展开.) 2. 8 (提示: 利用导数定义.) 3. dy = −x(y

2 + 1)

y(x2 + 1)
dx 4. e2x(1+2x)

5. 1 (提示: 夹逼定理.) 6. 3 7. −1 8. y =
3− x

2
9. −3 · 10!

211
10. 第一类 (跳跃) 间断点

11. 2Ab 12. x2 + 1

(x2 + 1)ex + 1
13. 1

2
√

(x− 1)(2− x)
14. 2 个 15. et(sin t+ cos t)

et + 2t

二、计算题 (每题 10 分, 共 4 题)

1. 两边求导得
y−xy′

y2(
x
y

)2
+ 1

=
2x+ 2yy′√

x2 + y2 · 2
√
x2 + y2

, 整理得 y′ =
y − x

y + x
. 进而有 y′′ =

2(xy′ − y)

(x+ y)2
= −2(x2 + y2)

(x+ y)3
.

2. 取对数得 lim
t→x

t

sinx− sin t · ln sin t
sinx = lim

t→x

t

sinx− sin t ·
sin t− sinx

sinx = − x

sinx , 故 f(x) =

e− x
sin x x ̸= nπ

0 x = nπ
.

在 x = 0 处, lim
x→0

f(x) =
1

e , 为第一类 (可去) 间断点; 在 x = nπ(n ̸= 0) 两侧, f(x) 分别趋近于 0 和 +∞, 为第二类
间断点. 因此函数有第一类 (可去) 间断点 0 和第二类间断点 nπ(n ̸= 0)

3. 函数在 x = 0 处显然左连续, 而 lim
x→0+

f(x) =
π

2
lim

x→0+
x = 0 = f(0), 故函数在 x = 0 处连续. 注意到单侧导数

f ′
+(0) = lim

h→0+

f(h)− f(0)

h
= lim

h→0+
arctan 1√

h
=
π

2
, f ′

−(0) = lim
h→0−

f(h)− f(0)

h
=
π

2
lim

h→0−

esin h − 1

h
=
π

2
, 故 f(x)

在 x = 0 处可导, 且 f ′(0) =
π

2
. 故导函数 f ′(x) =


−

√
x

2(x+1)
+ arctan 1√

x
x > 0

π
2

x = 0

π
2

esin x cosx x < 0

, 易验证在 x = 0 处也连续.

4. lim
x→0

√
1 + tanx−

√
1 + sinx

x ln(1 + x)− x2
分子有理化
=========

1

2
lim
x→0

tanx− sinx
x ln(1 + x)− x2

Taylor
====== −1

2
lim
x→0

1
2
x3 + o(x3)

1
2
x3 + o(x3)

= −1

2
.

三、证明题 (合计 15 分, 共 2 题)

1.
∣∣∣∣xn+1 −

5

2

∣∣∣∣ = (xn − 5
2
)2√

xn(5− xn) +
5
2

<
2|xn − 5

2
|

5

∣∣∣∣xn − 5

2

∣∣∣∣. 容易归纳证明 xn ∈ [1, x1] (从而
2|xn − 5

2
|

5
≤ max

{
3

5
,

2|x1 − 5
2
|

5

}
=: λ < 1), 则

∣∣∣∣xn+1 −
5

2

∣∣∣∣ ≤ λ

∣∣∣∣xn − 5

2

∣∣∣∣. 因此数列 {xn} 收敛至
5

2
.

2. 若 y ≡ x, 则任取 (0, 1) 中 n 个相异实数均可. 否则, ∃ζ ∈ (0, 1) : f(ζ) ̸= ζ. 由 Lagrange 中值定理,

∃ξ ∈ (0, ζ) : f ′(ξ) =
f(ζ)− f(0)

ζ − 0
; ∃η ∈ (ζ, 1) : f ′(η) =

f(ζ)− f(1)

ζ − 1
. 注意到 f ′(ξ), f ′(η) 中恰有一个大于 1, 另一

个小于 1, 故由 Darboux 定理: ∃ε > 0,∀d ∈
(

1

1− ε
,

1

1 + ε

)
,∃δ ∈ (0, 1) : f ′(δ) = d. 因此, 仅需取 ξ1, · · · , ξn 使

1

f ′(ξk)
=

1

n
− n− 1

2n
ε+

k

n
ε, 则易验证满足题意. 命题得证.
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清华大学 2018 级微积分 A(1) 期中考试试题
2018.11.17

一、填空题 (每空 3 分, 共 15 空) [请将答案直接填写在横线上]

1. lim
n→∞

n

(
1

n2 + π
+

1

n2 + 2π
+ · · ·+ 1

n2 + nπ

)
= .

2. lim
x→+∞

2x2 + 1

4x− 3
sin 1

x+ 1
= .

3. lim
n→∞

(√
n+ 4

√
n−

√
n− 2

√
n

)
= .

4. lim
x→0+

1− cos(2
√
x)− 2x

x2
= .

5. lim
x→0

(1 + x2ex) 1
1−cos x = .

6. 已知 lim
x→0

ln
[
1 + f(x)

sin x

]
ex − 1

= 1, 则 lim
x→0

f(x)

x2
= .

7. lim
n→+∞

(
1 + n

√
3

2

)n

= .

8. 若函数 f(x) =


1− cos

√
x

ax
x > 0

1 x ≤ 0
在 x = 0 处连续, 则 a = .

9. 曲线 y =


ex − 1

e 1
x − 1

x ̸= 0

0 x = 0
在原点 (0, 0) 的左侧以及右侧部分的切线方程分别为 .

10. 设 f(x) = xsin x, 则 f ′(π) = .

11. 设 f(x) = e−3x sin(2x), 则 dy = .

12. 函数 f(x) =
1 + x

1− x
在 x0 = 0 处的带 Peano 余项的 n 阶 Taylor 公式为 .

13. 设 f(x) = x2ex, 则 f (10)(x) = .

14. 函数 f(x) = x6|x| 在 x = 0 处存在最高阶导数的阶数为 .

15. 曲线 y = y(x) 满足参数方程

x = t sin t

y = t cos t
, 其中 t ∈

(
0,
π

2

)
, 则 dy

dx = .

二、计算题 (每题 10 分, 共 4 题) [请写出详细的计算过程和必要的依据]

1. 设 f(x) = lim
t→+∞

xe(1−x)t + x2t

e(1−x)t + x2t+1
, x ∈ [0,+∞). 求函数 f(x) 的表达式, 讨论 f(x) 的连续性和可

微性, 并在可微点处计算其导函数.

2. 设 y = 2x+ sinx, 求其反函数 x = x(y) 的二阶导数
d2x

dy2 .

3. 曲线 y = x−λ, x > 0 (λ > 0 是参数) 的切线与 x 轴和 y 轴围成一个三角形, 记切点横坐标为 a.
求切线方程和上述三角形的面积. 当 a→ +∞ 时, 该三角形的面积变化趋势如何?

4. 计算 lim
x→0+

1−
( sin x

x

)x
x3

.

【下一页还有试题……】
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三、证明题 (合计 15 分, 共 2 题) [请写出详细的证明过程]

1. (10 分)设 a1 = 0, 且对一切 n ≥ 1 均有 an+1 =
1 + 2an
1 + an

. 证明极限 lim
n→∞

an 存在, 并求该极限.

2. (5 分)设函数 f 在区间 [0, 1] 上二阶可导且 f(1) > 0, 极限 lim
x→0+

f(x)

x
存在 (为有限实数), 且严

格小于 0. 求证: 方程 f(x)f ′′(x) + [f ′(x)]2 = 0 在区间 (0, 1) 内至少存在两个不同实根.

答案与提示

(说明: 本卷参考答案未公开, 以下答案仅供参考, 使用时务必谨慎核验.)

一、填空题 (每空 3 分, 共 15 空)
1. 1 (提示: 放缩法.) 2. 1

2
3. 3 4. −2

3
(提示: Taylor 展开.) 5. e2 (提示: 取对数后 Taylor 展

开.) 6. 1 7.
√
3 8. 1

2
9. 左侧切线 y = −x, 右侧切线 y = 0 10. − lnπ (提示: 对数求导法.)

11. [−3e−3x sin(2x) + 2 cos(2x)e−3x]dx 12. f(x) = 1 +
n∑

k=1

2xk + o(xn) = 1 + 2x+ 2x2 + · · ·+ 2xn + o(xn)

13. (x2 + 20x+ 90)ex 14. 6 阶 15. cos t− t sin t
sin t+ t cos t

二、计算题 (每题 10 分, 共 4 题)

1. f(x) = lim
t→+∞

xλt + 1

λt + x
,其中 λ :=

e1−x

x2
. 考察辅助函数 g(x) := e1−x−x2 (x ∈ [0,+∞)), g′(x) = −e1−x−2x < 0,

故 g(x) 单调递减. 又注意到 g(1) = 0, 因此 f(x) =


1
x

λ < 1 ⇔ x ∈ (1,+∞)

1 λ = 1 ⇔ x = 1

x λ > 1 ⇔ x ∈ [0, 1)

. 显然 f(x) 在 [0,+∞) 上连续, 在

(0, 1) ∪ (1,+∞) 上可导, 且导函数为 f ′(x) =

− 1
x2 x ∈ (1,+∞)

1 x ∈ (0, 1)
.

2. dx
dy =

1

2 + cosx , 从而 d2x

dy2 =
d

dx

(
dx
dy

)
· dx

dy =
sinx

(2 + cosx)3 .

3. y′ = −λx−λ−1, 故切线斜率为 k = −λa−λ−1, 切线方程为 y = −λa−λ−1x+ a−λ(1 + λ). 从而切线在 x 轴、y 轴

上的截距分别为 x0 =
1 + λ

λ
a 和 y0 = a−λ(1 + λ), 则三角形面积 S = S(a) =

x0y0
2

=
(1 + λ)2

2λ
a1−λ, 在 a → +∞

时根据参数 λ 取值不同, 分别有渐进行为 S(a) →


+∞ λ ∈ (0, 1)

(1+λ)2

2λ
λ = 1

0 λ ∈ (1,+∞)

.

4. lim
x→0+

1−
( sin x

x

)x
x3

= lim
x→0+

−x ln sin x
x

x3
= lim

x→0+

x
(
1− sin x

x

)
x3

=
x− sinx

x3
Taylor
======

1

6
.

三、证明题 (合计 15 分, 共 2 题)

1. 记 ϕ :=
1 +

√
5

2
. 我们证明 0 ≤ an < an+1 < ϕ (n ∈ Z+). 事实上, 易归纳得 an < ϕ ⇒ an+1 = 2 − 1

1 + an
<

2 − 1

1 + ϕ
= ϕ, 进而 an+1 − an =

1 + an − a2n
1 + an

> 0. 因此 {an} 单调有界, 必有极限 A. 在递推式两端取极限并化

简整理得 A2 −A− 1 = 0, 由保号性知 A = ϕ =
1 +

√
5

2
.

2. 设 lim
x→0+

f(x)

x
= A < 0, 显然 f(0) = lim

x→0+
f(x) = 0. 由极限定义, ∃δ > 0,∀x ∈ (0, 2δ) : |f(x) − A| < |A|

2
,

从而 f(δ) < −|A|
2

< 0. 因此 ∃β ∈ (δ, 1) : f(β) = 0 (介值定理), 进而 ∃γ ∈ (δ, β) : f ′(γ) =
f(β)− f(δ)

β − δ
> 0

(Lagrange 中值定理). 而 f ′(0) = lim
x→0+

f ′(x)
L’Hospital
========= lim

x→0+

f(x)

x
= A < 0, 故 ∃α ∈ (0, γ) : f ′(α) = 0 (Darboux

定理, 即导数的介值性质). 现在考虑辅助函数 g(x) := f(x)f ′(x), 则 g(0) = g(α) = g(β) = 0, 故由 Rolle 中值定理:

∃ξ ∈ (0, α), η ∈ (α, β) : g′(ξ) = g′(η) = 0. 这恰好是待证的结论.
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清华大学 2006 级一元微积分期末考试试题
2007.1

一、填空题 (每空 3 分, 共 15 空) [请将答案直接填写在横线上]

1. lim
x→+∞

e−x2

x

∫ x

0

t2et2dt = .

2. 设 f(x) 为连续函数, F (x) =
∫ cos x

0

f(x− t)dt, 则 F ′(x) = .

3.
∫ 1

−1

(
sinx3 +

√
1− x2

)
dx = .

4.
∫
x lnxdx = .

5.
∫ +∞

0

dx
1 + ex = .

6.
∫

1

x2
sin 1

x
dx = .

7. 当 p 的取值范围为 时, 广义积分
∫ +∞

2

dx
xp(x− 2)p−1

收敛.

8. 设幂级数
+∞∑
n=1

(x− a)n

n
在点 x = 2 收敛, 则 a 的取值范围为 .

9. 若广义积分
∫ +∞

0

ln(1 + x)

xp
dx 收敛, 则参数 p 的取值范围为 .

10. 幂级数
+∞∑
n=0

n+ 1

2n+1
x2n+1 的收敛半径是 .

11. 级数
+∞∑
n=1

(−1)n
ln(1 + n)

1 + n
是收敛还是发散? (填 “绝对收敛”, “条件收敛”或 “发散”).

12. 函数 ex2+2x 在 x0 = −1 点的 Taylor 级数展开式为 .

13. 级数
+∞∑
n=1

√
n!

n
n
2
收敛还是发散? (填 “收敛” 或 “发散”).

14. 定解问题


dy
dx − 2y = 1

y(0) = 0

的解为 .

15. 方程 dy
dx − y = y2 的所有解为 .

二、计算题 (每题 10 分, 共 4 题) [请写出详细的计算过程和必要的依据]

1. 求
∫ 1

0

arcsin
√
x√

x(1− x)
dx.

2. 计算上半心形线:

x = a(1 + cos θ) cos θ

y = a(1 + cos θ) sin θ
(0 ≤ θ ≤ π) 绕 x 轴旋转一周所得旋转体的体积 V .

3. 将函数 f(x) =
1

x2
展开成 x+1 的幂级数, 求该幂级数的收敛域, 并求

+∞∑
n=1

n2(x+1)n 的和函数.

【下一页还有试题……】
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4. 求下面定解问题的解 y = y(x), x ∈ (0,+∞):


d2y

dx2 = 2y(y − a)(2y − a)

y(0) = 1, y′(0) =
√
2(1− a)

(其中, 常数 a > 1).

三、证明题 (合计 15 分, 共 2 题) [请写出详细的证明过程]

1. (8 分)设 f(x) 在 [a, b] 上连续且单调递增, 求证:
∫ b

a

xf(x)dx =
a+ b

2

∫ b

a

f(x)dx.

2. (7 分)设 f ∈ C(1)[0,+∞), 且
∫ +∞

0

(
|f(x)|+ |f ′(x)|

)
dx 收敛. 求证: lim

x→+∞
f(x) = 0.

答案与提示

(说明: 以下为官方提供的参考答案. 受篇幅所限, 计算题和证明题仅给出解答概要或思路.)

一、填空题 (每空 3 分, 共 15 空)
1. 1

2
(提示: L’Hospital 法则.) 2. f(x)− (1 + sinx)f(x− cosx) 3. π

2
(提示: 利用奇偶性与几何意义.)

4. x2

2
lnx− x2

4
+ C 5. ln 2 6. cos 1

x
+ C 7. (1, 2) 8. (1, 3] 9. (1, 2) 10.

√
2

11. 条件收敛 12. 1

e

+∞∑
n=1

(x+ 1)2n

n!
, x ∈ R 13. 收敛 (提示: 比值判别法.) 14. y =

e2x − 1

2

15. y =
1

Ce−x − 1
及 y = 0 (提示: 求所有解时不要遗漏奇解.)

二、计算题 (每题 10 分, 共 4 题)

1.
∫ 1

0

arcsin
√
x√

x(1− x)
dx = 2

∫ 1

0

arcsin
√
x√

1− x
d(
√
x)(2 分)= 2

∫ 1

0

arcsin
√
xd(arcsin

√
x)(4 分)= π2

4
(4 分).

2. dx = −a(1 + 2 cos θ) sin θdθ (2 分), 从而有 V =

∣∣∣∣∫ π

0

πy2dx
∣∣∣∣ = πa3

∣∣∣∣∫ π

0

(1 + cos θ)2 sin2 θ(1 + 2 cos θ)d(cos θ)
∣∣∣∣

(表达式 3 分, 绝对值 2 分) t:=cos θ
======= πa3

∫ 1

−1

(1 + t)2(1− t2)(1 + 2t)dt = 8

3
πa3(3 分).

3. 注意到 − 1

x
=

1

1− (x+ 1)
=

+∞∑
n=0

(x + 1)n, x ∈ (−2, 0), 故求导得 1

x2
=

+∞∑
n=1

n(x + 1)n−1 (4 分), 收敛域为

(−2, 0) (2 分). 进而有 x+ 1

x2
=

+∞∑
n=1

n(x + 1)n, 再求导得 − 1

x2
− 2

x3
=

+∞∑
n=1

n2(x + 1)n−1, 因此所求和函数为

S(x) = − (x+ 1)(x+ 2)

x3
. (4 分)

4. 令 y′ = p(y), 则 y′′ = p′yp. 方程化为 pp′y = 4y3 − 6ay2 +2a2y (2 分), 分离变量积分得 p2 = 2[y2(y− a)2 +C] (2

分). 由初值条件解得 C = 0,故 p(y) =
√
2y(y−a) (1分). 再分离变量积分得

√
2x =

∫
dy

y(y − a)
=

1

a
ln
∣∣∣∣y − a

y

∣∣∣∣+C
(4 分), 利用初值条件解得 C = − ln(a− 1)

a
, 故 y(x) =

a

1 + (a− 1)e
√
2ax

(1 分).

三、证明题 (合计 15 分, 共 2 题)

1. 记 F (b) :=

∫ b

a

xf(x)dx, G(b) :=
a+ b

2

∫ b

a

f(x)dx. 则 F (a) = G(a) (2 分), F ′(b) = bf(b), G′(b) =

1

2

∫ b

a

f(x)dx +
a+ b

2
f(b) (2 分). 由单调性得 F ′(x) ≥ G′(x) (2 分), 故不等式得证. (注: 移项分拆后利用积分

中值定理同样可证, 酌情给分.)

2. 由比较判别法,
∫ +∞

0

f ′(x)dx绝对收敛,故极限 lim
A→+∞

f(A) = f(0)+ lim
A→+∞

∫ A

0

f ′(x)dx = f(0)+

∫ +∞

0

f ′(x)dx

存在. (3 分)若 lim
x→+∞

f(x) ̸= 0, 不妨令 lim
x→+∞

f(x) = a > 0 (否则取反), 则 ∃M > 0,∀x > M : f(x) ≥ a

2
. 故

∀A > M :

∫ +∞

0

|f(x)|dx ≥
∫ A

M

|f(x)|dx ≥ a

2
(A−M) → +∞, 矛盾. 因此只能是 lim

x→+∞
f(x) = 0. (4 分)
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清华大学 2008 级一元微积分期末考试试题
2009.1.9

一、填空题 (每空 3 分, 共 15 空) [请将答案直接填写在横线上]

1. 定积分
∫ 100

0

(x− [x])dx = , 其中 [x] 表示取整函数.

2. 极限 lim
n→+∞

(
1

n
+

1

n+ 1
+ · · ·+ 1

2n

)
= .

3. 不定积分
∫ dx√

x(1− x)
= .

4. 定积分
∫ e

1
e

(lnx)2dx = .

5. 若广义积分
∫ +∞

0

ln(1 + x)dx
xp(1 + x)p−1

收敛, 则参数 p 的取值范围是 .

6. 设 p > 0, 则幂级数
+∞∑
n=1

(−1)n(x− 1)2n−1

np
的收敛域为 .

7. 微分方程 dy
dx =

1

x− y
+ 1 的通解为 .

8. 已知函数 f(x) 的一个原函数为
sinx
x

, 则
∫
f
(x
a

)
dx = .

9. 不定积分
∫

arcsin
√

x

1 + x
dx = .

10. 设 a ̸= 0, 则
∫ dx
x(a+ xn)

= .

11. 设 f(x) 在 (−∞,+∞) 上连续可导, 则 lim
a→0

1

4a2

∫ a

−a

[f(t+ a)− f(t− a)]dt = .

12. 求和
+∞∑
n=0

2n(1 + n)

n!
= .

13. 设 f(x) 为连续函数, F (x) =
∫ sin x

0

f(t− x)dx, 则 F ′(x) = .

14. 函数 ex2+2x 在 x0 = −1 点的幂级数展开式为 .

15. 微分方程 xy′′ + 3y′ = 0 的通解为 .

二、计算题 (每题 8 分, 共 5 题) [请写出详细的计算过程和必要的依据]

1. 求解二阶常微分方程的初值问题:

y
′′ − y′ = e2x

y(0) =
1

2
, y′(0) = 1

.

2. 设函数 f(x) 在 [0, 1] 上连续, 在 (0, 1) 内可导, 且满足 xf ′(x) = f(x) + x2. 又设曲线 y = f(x)

与 x = 0, x = 1, y = 0 所围的图形 S 面积为 2. 求 f(x) 的表达式, 以及图形 S 绕 x 轴旋转一周

所得旋转体的体积.

3. 设函数 f(x) 在 (−∞,+∞) 内满足 f(x) = f(x− π) + sinx, 且当 x ∈ [0, π) 时有 f(x) = x. 计

算

∫ 3π

π

f(x)dx.

【下一页还有试题……】
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4. 求级数
+∞∑
n=2

1

(n2 − 1)2n
的和.

5. 设平面区域 D 由 y = 0, y = a, x = 0, s =
√
a2 + y2 围成 (a > 0). 求 D 绕 y 轴旋转所生成的

旋转体的体积 V , 以及旋转体的表面积 S (表面积 = 侧面积 + 上下底面积).

三、证明题 (合计 15 分, 共 2 题) [请写出详细的证明过程]

1. (7 分)已知方程 xn + nx− 1 = 0 在 (0,+∞) 上存在唯一的根, 记作 an (n = 1, 2, · · · ). 证明: 级

数
+∞∑
n=1

(−1)nan 条件收敛.

2. (8 分)设函数 f(x), g(x) 在闭区间 [a, b] 上连续, 满足
∫ x

a

g(t)dt ≤
∫ x

a

f(t)dt,∀x ∈ [a, b), 且∫ b

a

g(t)dt =
∫ b

a

f(t)dt. 证明:
∫ b

a

xf(x)dx ≤
∫ b

a

xg(x)dx.

答案与提示

(说明: 以下为官方提供的参考答案. 受篇幅所限, 计算题和证明题仅给出解答概要或思路.)

一、填空题 (每空 3 分, 共 15 空)
1. 50 2. ln 2 3. arcsin(2x− 1) +C (或写为 2 arcsin

√
x+C 等) 4. e − 5

e 5. (1, 2) 6. [0, 2]

7. (x−y)2 = −2x+C (提示: 作代换 t := x−y.) 8. a
2

x
sin x

a
+C 9. (1+x) arcsin

√
x

1 + x
−
√
x+C (提

示: 作代换 t :=

√
x

1 + x
.) 10. 1

na
ln
∣∣∣∣ xn

a+ xn

∣∣∣∣ + C (提示: 作代换 t := xn.) 11. f ′(0) (提示: L’Hospital

法则.) 12. 3e2 13. (cosx−1)f(sinx−x)+f(−x) 14. 1

e

+∞∑
n=1

(x+ 1)2n

n!
, x ∈ R 15. y =

C1

x2
+C2

二、计算题 (每题 8 分, 共 5 题)
1. 令 z := y′, 则 z′ − z = e2x, 解得 z(x) = e2x + C1ex. 由 z(0) = 1 知 C1 = 0, 从而 y′ = e2x ⇒ y =

1

2
e2x + C2.

又由 y(0) =
1

2
知 C2 = 0, 故 y =

1

2
e2x.

2. 在 x ̸= 0 处,
[
f(x)

x

]′
=
xf ′(x)− f(x)

x2
= 1, 结合连续性得 f(x) = x2 + Cx(x ∈ [0, 1]), 故

∫ 1

0

|x2 + Cx|dx = 2.

(i) C ≥ 0 时, 解得 C =
10

3
, 从而 V =

752

135
π. (ii) −1 < C < 0 时, 均不合题意. (iii) C ≤ −1 时, 解得 C = −14

3
,

从而 V =
692

135
π. 综上, 共有两组合题意的解.

3.
∫ 3π

π

f(x)dx =

∫ 3π

π

[f(x − π) + sinx]dx t:=x−π
======

∫ 2π

0

f(t)dt =
∫ π

0

f(t)dt +
∫ 2π

π

[f(t − π) + sin t]dt u:=t−π
=======∫ π

0

f(t)dt+
∫ π

0

f(u)du = 2 · π
2 − 2

2
= π2 − 2.

4. S(x) =
+∞∑
n=2

xn

n2 − 1
=

1

2

+∞∑
n=2

(
xn

n− 1
− xn

n+ 1

)
= −x ln(1− x)

2
+

1

2

[
ln(1− x)

x
+ 1 +

x

2

]
, S
(
1

2

)
=

5

8
− 3

4
ln 2.

5. V = π

∫ a

0

(a2 + y2)dy =
4

3
πa3, S = 2π

∫ a

0

x

√
1 +

y2

x2
dy + π(2a2 + a2) =

[
ln(

√
2 +

√
3)√

2
+

√
3 + 3

]
πa2.

三、证明题 (合计 15 分, 共 2 题)

1. 注意到 f

(
1

n+ 1

)
< 0 < f

(
1

n

)
, 故 1

n+ 1
< an <

1

n
, 从而 {an} 单调递减趋于 0, 由 Leibniz 判别法即得.

2. 令 F (x) := f(x)−g(x), G(x) :=

∫ x

a

F (t)dt. 易见 G′(x) = F (x), 且 G(x) ≥ 0, ∀x ∈ [a, b]. 从而
∫ b

a

xF (x)dx =∫ b

a

xd[G(x)] = xG(x)

∣∣∣∣b
a

−
∫ b

a

G(x)dx = −
∫ b

a

G(x)dx ≤ 0, 移项即得待证不等式.
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清华大学 2009 级一元微积分期末考试试题
2009.1

一、填空题 (每空 3 分, 共 15 空) [请将答案直接填写在横线上]

1.
∫ lnx

(1− x)2
dx = .

2.
∫ dx

1 + cos2 x = .

3.
∫ +∞

1

arctanx
x2

dx = .

4.
∫
xf(x)dx = arctanx+ C, 则

∫ dx
f(x)

= .

5.
∫ π

2

−π
2

(1 + x) cosx
1 + sin2 x

dx = .

6. d
dx

(∫ x2

x

et2dt
)

= .

7. 设 f(x) 为连续函数, f(0) ̸= 0, F (x) =
∫ x

0

t2f(t)dt. 当 x → 0 时, F (x) 与 xk 是同阶无穷小,

则 k = .

8. 将 (x− 3)2 + y2 = 1 绕 y 轴转一圈, 则所得图形围成的体积为 .

9. 设 m > 0, 且广义积分
∫ +∞

0

dx√
x+ xm

收敛, 则 m 的取值范围为 .

10. 幂级数
+∞∑
n=1

x2n

2n + (−5)n
的收敛域为 .

11. 级数
+∞∑
n=1

(−1)n sin 1
n

np
条件收敛, 则参数 p 取值范围为 .

12. 在 x0 = 0 点, 函数
∫ x

0

e−t2dt 的幂级数展开为 .

13. 微分方程 y′ = ex + ex+y 的通解为 .

14. 微分方程 xdy + (x− 2y)dx = 0 满足 y(1) = 0 的解为 .

15. 初值问题

y
′′ + 2x(y′)2 = 0

y(0) = 1, y′(0) = 0
的解为 .

二、计算题 (每题 10 分, 共 4 题) [请写出详细的计算过程和必要的依据]

1. 求 p 的取值范围, 使得
∫ +∞

1

sin π
x
· dx

lnp x
收敛.

2. 计算摆线:

x = t− sin t

y = 1− cos t
(t ∈ [0, 2π]) 绕 x 轴旋转所得旋转体的体积和表面积.

【下一页还有试题……】
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3. 求级数
+∞∑
n=1

(−1)nn2

2n
的和.

4. 设 f(x) ∈ C(0,+∞),且对任意 x > 0满足 x

∫ 1

0

f(tx)dt = −2

∫ x

0

f(t)dt+xf(x)+x4, f(1) = 0.

求函数 f(x).

三、证明题 (合计 15 分, 共 2 题) [请写出详细的证明过程]

1. (8 分)已知函数 y = f(x) = x lnx+
+∞∑
n=0

xn+2

(n+ 1) · (n+ 1)!
. 求 f(x) 的定义域, 证明 y = f(x) 满

足微分方程 xy′ − y = xex, 且 lim
x→0+

y(x) = 0.

2. (7 分)设 f(x) 在 [0, 1] 上可导, 且 f(0) = 0, 0 < f ′(x) < 1,∀x ∈ [0, 1].

求证:
[∫ 1

0

f(x)dx
]2
>

∫ 1

0

[f(x)]3dx.

答案与提示

(说明: 以下为官方提供的参考答案. 受篇幅所限, 计算题和证明题仅给出解答概要或思路.)

一、填空题 (每空 3 分, 共 15 空)
1. lnx

1− x
+ ln |1−x| − lnx+C 2. 1√

2
arctan tanx√

2
+C (提示: 提出 cos2 x 凑 tanx 的微分.) 3. π

4
+

ln 2

2

4. x2

2
+
x4

4
+C 5. π

2
(提示: 利用奇偶性.) 6. 2xex

4

− ex
2

7. 3 (提示: L’Hospital 法则.) 8. 6π2

9. (1,+∞) 10. (−
√
5,
√
5) 11. (−1, 0] 12.

+∞∑
n=0

(−1)nx2n+1

n!(2n+ 1)
, x ∈ R 13. y− ln(ey +1) = ex +C

14. y = x− x2 15. y = 1

二、计算题 (每题 10 分, 共 4 题)
1. 在瑕点 x = 1 附近, sin π

x
· 1

lnp x
∼ π

x(x− 1)p−1
, 当且仅当 p < 2 时收敛. 在 +∞ 附近, sin π

x
· 1

lnp x
∼ π

x lnp x
,

而

∫ A

2

dx
x lnp x

t:=ln x
======

∫ ln A

ln 2

dt
tp

, 故当且仅当 p > 1 时收敛. 综上, p 的取值范围是 (1, 2).

2. V =

∫ 2π

0

π(1− cos t)2d(t− sin t) = 5π2, S = 2π

∫ 2π

0

(1− cos t)
√

(x′)2 + (y′)2dt = 8π

∫ 2π

0

sin3 t

2
dt = 64

3
π.

3. 记 S(x) =

+∞∑
n=1

n2xn, 则
∫ x

0

S(t)

t
dt =

+∞∑
n=1

nxn ⇒
∫ x

0

[
1

u

∫ u

0

S(t)

t
dt
]

du =

+∞∑
n=1

xn =
x

1− x
. 故求导反解得

S(x) =
x(1 + x)

(1− x)3
, 从而原级数的和为 S

(
−1

2

)
= − 2

27
.

4. 令 u = tx, 换元整理得 3

∫ x

0

f(u)du = xf(x) + x4. 两边求导得一阶微分方程 f ′(x) − 2

x
f(x) = −4x2, 解得

f(x) = x2(C − 4x). 由 f(1) = 0 知 C = 4, 故 f(x) = 4x2 − 4x3.

三、证明题 (合计 15 分, 共 2 题)

1. 注意到级数收敛域为 R, 而 x lnx 定义域为 (0,+∞), 故 f(x) 的定义域也为 (0,+∞). 求导后代入得 xy′ − y =

x

[
1 + lnx+

+∞∑
n=0

(n+ 2)xn+1

(n+ 1) · (n+ 1)!

]
−

[
x lnx+

+∞∑
n=0

xn+2

(n+ 1) · (n+ 1)!

]
= x+x

+∞∑
n=0

xn+1

(n+ 1)!
= x

+∞∑
n=0

xn

n!
= xex. 此

外, 由级数的逐项求极限性质, lim
x→0+

y(x) = lim
x→0+

(x lnx) + lim
x→0+

+∞∑
n=0

xn+2

(n+ 1) · (n+ 1)!
= 0.

2. 记 φ(x) :=

[∫ x

0

f(t)dt
]2

−
∫ x

0

[f(t)]3dt, 则 φ′(x) = f(x)

[
2

∫ x

0

f(t)dt− f2(x)

]
. 又记 ψ(x) := 2

∫ x

0

f(t)dt −

f2(x), 则 ψ′(x) = 2f(x)[1 − f ′(x)] > 0, ∀x ∈ [0, 1], 又 ψ(0) = 0, 故 ψ(x) > 0 ⇒ φ′(x) > 0, ∀x ∈ [0, 1]. 再由

φ(0) = 0 就得到 φ(1) > 0, 移项即得待证不等式.
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清华大学 2010 级微积分 A(1) 期末考试试题
2011.1

(本卷后用作期末考试样卷.)

一、填空题 (每空 3 分, 共 15 空) [请将答案直接填写在横线上]

1. lim
n→∞

n∑
i=1

n

(n+ i)(n+ 2i)
= .

2.
∫
x2exdx = .

3. lim
x→0

∫ x

0
sin(t2)dt
x3

= .

4. d
dx

∫ 2x

x2

ln(1 + sin t)dt = .

5. 曲线 y = ex, y = − cos(πx), x = −1

2
, x =

1

2
所围成区域的面积为 .

6.
∫ π

0

√
sinx− sin3 xdx = .

7.
∫ dx
x(x2 + 1)

= .

8.
∫ 2

1

dx
x+

√
x
= .

9. 悬链线 y =
1

2
(ex + e−x)(|x| ≤ 1) 的弧长 L = .

10. 二阶微分方程 x2y′′ − xy′ − 3y = 0 的通解为 .

11. 一阶线性常微分方程组


dy
dx = y + 2z

dz
dx = 2y + z

的通解为 .

12. 设 x, x2 是二阶齐次线性常微分方程组的解, 则该微分方程为 .

13. 微分方程 y′′ + 6y′ + 10y = 0 的通解为 .

14. 微分方程 dy
dx =

y

x
+ tan y

x
的通解为 .

15. 常微分方程 y′ − 6

x
y = −xy2 的通解为 .

二、计算题 (每题 10 分, 共 4 题) [请写出详细的计算过程和必要的依据]

1. 计算
∫ π

4

0

dx
sin2 x+ 3 cos2 x

.

2. 求曲线

x = 1 +
√
2 cos t

y = −1 +
√
2 sin t

(
t ∈

[
π

4
,
3π

4

])
绕 x 轴旋转的旋转体体积及表面积.

3. 求微分方程 y′′ + 2y′ + y = (3x+ 2)e−x 的通解.

【下一页还有试题……】
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4. 求一条曲线 Γ : y = y(x), 其中 y(x) 在 (−∞,+∞) 连续可微, 并使得曲线 Γ 上的每一点处, 切
线与横轴交点的坐标等于切点横坐标的一半.

三、证明题 (合计 15 分, 共 2 题) [请写出详细的证明过程]

1. (8 分)设 f ∈ C[0, 1], 利用分部积分证明:
∫ 1

0

[∫ √
x

x2

f(t)dt
]

dx =

∫ 1

0

(
√
x− x2)f(x)dx.

2. (7 分)设 a(x) 和 b(x) 为 (−∞,+∞) 上以 2π 为周期的连续函数. 考虑一阶线性常微分方程
dy
dx = a(x)y + b(x) 的解的情况.
(1) 举出 a(x), b(x) 的一个例子, 使得方程的解为下列三种情况之一: (a) 没有以 2π 为周期的解;
(b) 只有一个以 2π 为周期的解; (c) 任意解都以 2π 为周期.
(2) 证明该方程以 2π 为周期的解的个数, 只能出现上述三种情况之一.

答案与提示

(说明: 以下为官方提供的参考答案. 受篇幅所限, 计算题和证明题仅给出解答概要或思路.)

一、填空题 (每空 3 分, 共 15 空)
1. ln 3−ln 2 2. x2ex−2xex+2ex+C 3. 1

3
(提示: L’Hospital法则.) 4. 2 ln(1+sin 2x)−2x ln(1+sinx2)

5.
√

e − 1√
e +

2

π
6. 4

3
7. ln |x| − 1

2
ln(x2 + 1) + C 8. 2 ln(

√
2 + 1)− 2 ln 2 9. e − 1

e

10. y = C1x
3 +

C2

x
(提示: Euler 方程.) 11.

(
y

z

)
= C1

(
−e−x

e−x

)
+ C2

(
e3x

e3x

)
12. y′′ − 2

x
y′ +

2

x2
y = 0

13. y = C1e−3x cosx+ C2e−3x sinx 14. sin y
x

= Cx 15. 1

y
=
C

x6
+
x2

8
二、计算题 (每题 10 分, 共 4 题)

1.
∫ π

4

0

dx
sin2 x+ 3 cos2 x =

∫ π
4

0

dx
cos2 x(3 + tan2 x)

t:=tan x
=======

∫ 1

0

dt
3 + t2

=
1√
3

arctan t√
3

∣∣∣∣1
0

=
π

6
√
3

.

2. V =

∫ 3π
4

π
4

π(−1 +
√
2 sin t)2

√
2(− sin t)dt = 2π

(
5

3
− π

2

)
, S =

∫ 3π
4

π
4

2π(−1 +
√
2 sin t)

√
2dt = 2

√
2π
(
2− π

2

)
.

3. 方程对应的齐次方程有二重特征根 λ = −1, 故齐次方程的通解为 y = C1e−x + C2xe−x. 设非齐次方程有形如
ỹ = x2(ax+ b)e−x 的特解, 代入解得 a = 2, b = 1. 故非齐次方程的通解为 y = C1e−x + C2xe−x + x2(2x+ 1)e−x.
4. 曲线 Γ 上任意一点 (x0, y0) 处的切线方程为 y − y0 = y′(x0)(x − x0). 由题意, 点

(x0
2
, 0
)
在切线上, 故

−y0 = −y′(x0) ·
x0
2

. 因此, 函数 y(x) 满足微分方程 xy′ = 2y, 解得 y = Cx2 (C 为任意非零常数).

三、证明题 (合计 15 分, 共 2 题)

1.
∫ 1

0

[∫ √
x

x2

f(t)dt
]

dx 分部积分
=======

[
x

∫ √
x

x2

f(t)dt
]1
0

−
∫ 1

0

xd
[∫ √

x

x2

f(t)dt
]
=

∫ 1

0

xf(x2)d(x2)+
∫ 1

0

xf(
√
x)d(

√
x)

u:=x2,v:=
√
x

==========

∫ 1

0

√
uf(u)du+

∫ 1

0

v2f(v)dv =

∫ 1

0

(
√
x− x2)f(x)dx.

2. (1) 方程通解可写为 y = e
∫ x
0 a(t)dt

[∫ x

0

b(u)e−
∫ u
0 a(t)dtdu+ C

]
. 因此: (a) 取 a(x) = b(x) = cosx + 1, 则 y =

Cesin x+x−1均不以 2π 为周期; (b)取 a(x) = cosx+1,方程
[
1− e

∫ 2π
0 a(t)dt

]
y0 = e

∫ 2π
0 a(t)dt

∫ 2π

0

b(u)e−
∫ u
0 a(t)dtdu

确定初值 y0, 则取 C = y0 即得唯一的 2π 周期解; (c) 取 a(x) = b(x) = cosx, 则 y = Cesin x − 1 均以 2π 为周期.

(2) 若 (a)、(b) 均不成立, 则方程至少有两个 2π 周期解 y1, y2, 从而此一阶方程的通解可写为 y = C(y1 − y2) + y1,

恒以 2π 为周期. 这就证明了 (a)(b)(c) 三者必居其一 (且仅居其一).
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清华大学 2013 级微积分 A(1) 期末考试试题
2014.1.8

一、填空题 (每空 3 分, 共 15 空) [请将答案直接填写在横线上]

1. lim
n→∞

n∑
k=1

k

n3

√
n2 − k2 = .

2. 设 f(x) 为连续函数, g(x) =
∫ x

0

f(x− t)dt, 则 g′(x) = .

3. lim
x→0

x−
∫ x

0
et2dt

x2 sinx = .

4. 设 f(x) = |x|, 则 f(x) 的一个原函数为 .

5.
∫ 1

−1

sin(x3) cosxdx = .

6. 设 f(x) 在 [0, 1] 上的一个原函数为 x4 + 2x2, 则
∫ 2

0

f
(x
2

)
dx = .

7. 曲线 y = sinx(x ∈ [0, π]) 绕 x 轴旋转所得的旋转体体积为 .

8. 渐开线:

x(t) = cos t+ t sin t

y(t) = sin t− t cos t
(t ∈ [0, 2π]) 的弧长为 .

9.
∫ +∞

1

dx
x
√
x2 − 1

= .

10. 设广义积分
∫ +∞

1

(
1− cos 1

xp

)
dx 收敛, 则参数 p 的取值范围为 .

11. 微分方程 (x2 + 1)(y2 + 1)dx+ 2ydy = 0 满足 y(0) = 0 的解为 .

12. 微分方程 y′′ + 4y′ + 4y = 0 的通解为 .

13. 微分方程 y′ + y = e−x cosx 的通解为 .

14. 设 e3x − xe2x, ex − xe2x,−xe2x 是某二阶非齐次线性常微分方程的解, 则该微分方程的通解
为 .

15. 常微分方程组


dx
dt = 2x+ y

dy
dt = −x

的通解为 .

二、计算题 (每题 10 分, 共 4 题) [请写出详细的计算过程和必要的依据]

1. 求常微分方程 y′′ − 2y′ − 3y = −3x− 5 满足条件 y(0) = 1, y′(0) = 5 的解.

2. 求积分
∫ 1

0

dx
(x+ 1)(x2 + 1)

.

3. 设 F (x) > 0 为 R 上的连续可导函数, F (0) =
√
π, 且 F (x)F ′(x) =

cosx
2 sin2 x+ cos2 x

. 求 F (x).

【下一页还有试题……】
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4. 求由参数方程

x = et cos t

y = et sin t

(
t ∈

[
0,
π

2

])
确定的曲线绕 x 轴旋转所成曲面的面积.

三、证明题 (合计 15 分, 共 2 题) [请写出详细的证明过程]

1. (7 分)证明:
∫ 1

0

(∫ √
x

x

sin t
t

dt
)

dx = 1− sin 1.

2. (8 分)设当 x > −1 时, 可微函数 f(x) 满足 f ′(x) + f(x) =
1

x+ 1

∫ x

0

f(t)dt. 求证:

(1) f(x) 满足微分方程 (x+ 1)y′′ + (x+ 2)y′ = 0;
(2) 若 f(0) = 1, f ′(0) = −1, 则 e−x ≤ f(x) ≤ 1,∀x ≥ 0.

答案与提示

(说明: 本卷参考答案未公开, 以下答案仅供参考, 使用时务必谨慎核验.)

一、填空题 (每空 3 分, 共 15 空)
1. 1

3
2. f(x) (提示: 作代换 u := x− t, 或直接用含参积分求导的结论.) 3. −1

3
(提示: L’Hospital 法则.)

4. F (x) =


1
2
x2 + C x ≥ 0

− 1
2
x2 + C x < 0

(提示: 选取常数使之连续.) 5. 0 (提示: 利用对称性.) 6. 6 7. π2

2

8. 2π2 9. π
2

(提示: 作代换 x := sec t, 其中 t ∈ [0, π
2
].) 10.

(
1

2
,+∞

)
11. y2 = e−

1
3
x3−x−1 12.

y = (C1+C2x)e−2x 13. e−x(sinx+C) 14. y = C1e3x+C2ex−xe2x 15.

x = [(C2 − C1)− C2t]e−t

y = (C1 + C2t)e−t

二、计算题 (每题 10 分, 共 4 题)
1. 对应齐次方程有通解 y = C1e3x + C2e−x. 下求非齐次方程的一个特解, 猜测其具有形式 ỹ = ax+ b, 代入原方程

解得 a = b = 1, 故非齐次方程有通解 y = C1e3x + C2e−x + x+ 1. 代入定解条件得

C1 + C2 = 0

3C1 − C2 = 4
, 解得 C1 = 1,

C2 = −1. 因此, 所求的特解为 y = e3x − ex + x+ 1.

2. 注意到
1

(x+ 1)(x2 + 1)
=

1

2(x+ 1)
− x− 1

2(x2 + 1))
, 故

∫ 1

0

dx
(x+ 1)(x2 + 1)

=
1

2

∫
dx
x+ 1

− 1

4

∫
d(x2)
x2 + 1

+

1

2

∫
dx

x2 + 1
=

1

2
ln |x+ 1| − 1

4
ln(x2 + 1) +

1

2
arctanx+ C.

3. 分离变量得 F (x)d
(
F (x)

)
=

d(sinx)
1 + sin2 x

, 故 F (x)2 = 2 arctan(sinx) + C. 代入定解条件得 C = π, 又 F (x) > 0,

故 F (x) =
√

2 arctan(sinx) + π.

4. S = 2π

∫ 2π

0

|et sin t|
√

[et(cos t− sin t)]2 + [et(sin t+ cos t)]2dt = 2
√
2π

∫ π
2

0

e2t sin tdt = 2
√
2

5
π(1 + 2eπ).

三、证明题 (合计 15 分, 共 2 题)

1.
∫ 1

0

(∫ √
x

x

sin t
t

dt
)

dx 分部
=====

[
x

∫ √
x

x

sin t
t

dt
]1
0

−
∫ 1

0

xd
[∫ √

x

x

sin t
t

dt
]
= −

∫ 1

0

x

(
sin

√
x√

x
· 1

2
√
x
− sinx

x

)
dx

=

∫ 1

0

(
sinx− sin

√
x

2

)
dx t:=

√
x

====== −
∫ 1

0

t sin tdt+
∫ 1

0

sinxdx = 1− sin 1.

2. (1) 等式两端求导得 f ′′(x) + f ′(x) = − 1

(x+ 1)2

∫ x

0

f(t)dt + f(x)

x+ 1
= −f

′(x) + f(x)

x+ 1
+

f(x)

x+ 1
, 移项整理即得

(x+1)f ′′(x)+(x+2)f ′(x) = 0. (2)记 u := f ′(x), 则 du
u

= −x+ 2

x+ 1
dx, 解得 ln |u| = − ln |x+1|−x+C. 在题给条

件下, 有 C = 0 且 u < 0, 故解得 f ′(x) = u = − 1

ex(x+ 1)
. 进而有 f(x) = 1−

∫ x

0

dt
et(t+ 1)

≥ 1−
∫ x

0

e−tdt = e−t,

而右侧不等式根据保号性显然. 故不等式得证.
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清华大学 2016 级微积分 A(1) 期末考试试题
2017.1.11

一、填空题 (每空 3 分, 共 15 空) [请将答案直接填写在横线上]

1. 函数 f(x) =

x2 ln |x| x ̸= 0

0 x = 0
的极大值点是 x = .

2. 函数 f(x) = x+
√
1− x 在区间 [−5, 1] 上的最小值为 .

3. 曲线 y =
1

x
+ ln(1 + ex) 有 条渐近线.

4. 函数 f(x) =
1

x2 − 4x
在 x0 = 2 处的 2n 阶 Taylor 多项式为 .

5. 若
∫
f(x)dx = ex cosx+ C, 则

∫
[f ′(x)− 2f(x)]e−xdx = .

6.
∫

8dx
x(x2 + 4)

= .

7. lim
n→+∞

ln
(
1

n
n
√
(n+ 1)(n+ 2) · · · (n+ n)

)
= .

8.
∫ 1

−1

(
x+

√
π2 − x2

)2
dx = .

9. 设 f(x) =

∫ x−sin x

0

(1− cos(t2))dt, 若 lim
x→0

f(x)

xk
= C ̸= 0, 则 k = .

10. 曲线 y =

∫ x

0

tan tdt (0 ≤ x ≤ π

4
) 的弧长为 .

11. 由曲线 y = lnx 与两直线 y = e + 1− x 及 y = 0 所围成的平面图形的面积为 .

12. 曲线 y = sinx (0 ≤ x ≤ π) 绕 x 轴旋转所得的旋转体体积为 .

13. 设 p > 0, 广义积分
∫ +∞

0

dx
(1 + x2p)[ln(1 + x)]p

收敛, 则实数 p 的取值范围是 .

14. 微分方程 y′′ − 3y′ + 2y = ex 满足 y(0) = 1, y′(0) = 1 的特解为 .

15. 微分方程 x2y′′ − xy′ + y = 0 (x > 0) 的满足 y(1) = 1, y′(1) = 0 的特解为 .

二、计算题 (每题 10 分, 共 4 题) [请写出详细的计算过程和必要的依据]

1. 求函数 f(x) =
x

x2 + 1
的定义域、单调区间、凸性区间、极值、拐点和渐近线.

2. 求广义积分
∫ +∞

0

lnx
(1 + x)3

dx.

3. 设 a > 0, 求旋轮线:

x = a(θ − sin θ)

y = a(1− cos θ)
(0 ≤ θ ≤ 2π) 绕 y 轴旋转一周所得旋转面的面积.

4. 设函数 y(x) 满足微分方程 y(4) − y′′ = 0, 且当 x→ 0 时 y(x) ∼ x3. 求 y(x).

【下一页还有试题……】
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三、证明题 (合计 15 分, 共 2 题) [请写出详细的证明过程]

1. (7 分)设 x ∈ (−1, 1), 证明不等式: x ln 1 + x

1− x
+ cosx ≥ 1 +

x2

2
.

2. (8 分)设 f(x) 在 [0,+∞) 上连续, 令 g(x) =

∫ x

0

f(t)dt.

(1) 若 A,B ∈ (0,+∞), 证明:
∫ B

A

g2(x)

x2
dx =

g2(A)

A
− g2(B)

B
+ 2

∫ B

A

f(x)g(x)

x
dx;

(2) 若
∫ +∞

0

f2(x)dx 收敛, 证明
∫ +∞

0

g2(x)

x2
dx 收敛, 且

∫ +∞

0

g2(x)

x2
dx ≤ 4

∫ +∞

0

f2(x)dx.

答案与提示

(说明: 以下为官方提供的参考答案. 受篇幅所限, 计算题和证明题仅给出解答概要或思路.)

一、填空题 (每空 3 分, 共 15 空)

1. 0 2. −5 +
√
6 (提示: 最小值点为 −5.) 3. 3 4. −

n∑
k=0

(x− 2)2k

22k+2
(提示: 可作代换 t := x− 2.)

5. −2 sinx+C 6. ln x2

x2 + 4
+C 7. 2 ln 2−1 (提示: 定积分定义.) 8. 2π2 9. 15 (提示: L’Hospital

法则.) 10. ln(1+
√
2) 11. 3

2
12. π

2

2
13.

(
1

2
, 1

)
14. y = e2x−xex 15. y = x−x lnx

二、计算题 (每题 10 分, 共 4 题)

1. 函数定义域为 R. (1 分)求导得 f ′(x) =
1− x2

(1 + x2)2
(驻点 x = ±1), f ′′(x) =

2x(x2 − 3)

(1 + x2)3
(拐点横坐标 ±3). 从而

函数的单调减区间为 (−∞,−1) 和 (1,+∞), 单调增区间为 (−1, 1); (2 分)上凸区间为 (−∞,−
√
3) 和 (0,

√
3), 下凸

区间为 (−
√
3, 0) 和 (

√
3,+∞); (2 分); 极大值为 f(1) =

1

2
, 极小值为 f(−1) = −1

2
; (2 分)拐点为

(
−
√
3,−

√
3

4

)
和

(√
3,

√
3

4

)
; (2 分)曲线有渐近线 y = 0. (1 分)

2.
∫

lnxdx
(1 + x)3

= −1

2

∫
lnxd

(
1

(1 + x)2

)
分部积分
======= − lnx

2(1 + x)2
+

1

2

∫
dx

x(1 + x)2
有理函数
======= − lnx

2(1 + x)2
+

1

2
ln x

1 + x
+

1

2(1 + x)
+ C, 从而广义积分的值为

∫ +∞

0

lnxdx
(1 + x)3

= −1

2
.

3. S = 2π

∫ 2π

0

a(θ− sin θ)
√
a2(1− cos θ)2 + a2 sin2 θ dθ(5 分)= 16π2a2(5 分). (误求绕 x 轴 S =

64

3
πa2, 得 5 分)

4. 由特征根法得方程有通解 y = C1 +C2x+C3ex +C4e−x. (4 分)当 x→ 0 时: ex = 1+ x+
1

2
x2 +

1

6
x3 + o(x3),

ex = 1−x+ 1

2
x2− 1

6
x3+o(x3) (2分),则有 y = (C1+C3+C4)+(C2+C3−C4)x+

C3 + C4

2
x2+

C3 − C4

6
x3+o(x3).

因此解方程得 C1 = 0, C2 = −6, C3 = 3, C4 = −3, 即 y = −6x+ 3ex − 3e−x. (4 分)

三、证明题 (合计 15 分, 共 2 题)

1. 令 F (x) := x ln 1 + x

1− x
+ cosx− 1− x2

2
, 则 F ′(x) = ln 1 + x

1− x
+

2x

1− x2
− sinx− x (1 分), F ′′(x) =

4

(1− x2)2
−

cosx− 1 ≥ 4− 1− 1 > 0 (2 分). 而 F ′(0) = 0, 故下凸函数 F (x) 有最小值点 0, 即得 F (x) ≥ F (0) = 0. (4 分)

注: 也可利用不等式 ln(1 + x) ≤ x2, 得 x > 0 时 x ln 1 + x

1− x
≥ −x ln(1− x) ≥ x2 (x < 0 时有类似的不等式). 再与

不等式 cosx ≥ 1− x2

2
相加即得原不等式.

2. (1)分部积分得
∫ B

A

g2(x)

x2
dx = −

∫ B

A

g2(x)d
(
1

x

)
分部积分
======= −g

2(x)

x

∣∣∣∣B
A

+2

∫ B

A

g(x)g′(x)

x
dx =

g2(A)

A
−g

2(B)

B
+

2

∫ B

A

f(x)g(x)

x
dx. (3 分) (2) 取 A = ε > 0, B = M > ε, 由 (1) 得

∫ M

ε

g2(x)

x2
dx ≤ g2(ε)

ε
+ 2

∫ M

ε

f(x)g(x)

x
dx.

由 f(x) 连续且 g(0) = 0 知: lim
ε→0+

g(ε)

ε

L’Hospital
========= f(0) ⇒ lim

ε→0+

g2(ε)

ε
= 0, 因此对上式取极限知

∫ M

0

g2(x)

x2
dx ≤

2

∫ M

0

f(x)g(x)

x
dx. 再由 Cauchy 不等式:

∫ M

0

g2(x)

x2
dx ≤ 2

(∫ M

0

f2(x)dx
) 1

2
(∫ M

0

g2(x)

x2

) 1
2

, 故
∫ M

0

g2(x)

x2
dx ≤

4

∫ M

0

f2(x)dx (注意到被积函数非负), 因此由比较判别法知命题得证. (5 分)
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清华大学 2006 级多元微积分期中考试试题
2007.4.20

一、填空题 (每空 3 分, 共 15 空) [请将答案直接填写在横线上]

1. 将 f(x) =

−x 0 ≤ x ≤ 1
2

2− x 1
2
< x < 1

展成周期为 T = 2 的正弦 Fourier 级数, 则其和函数 S(x) 在

x = −5

2
的值 S

(
−5

2

)
= .

2. 设函数 u = arctan x− y

x+ y
, 则 du = .

3. 设 f :

(
x

y

)
7→

(
u

v

)
=

(
x3 − y

y3 + x

)
为 R2 到自身的映射, 其逆映射 f−1 在 (u, v) = (0, 2) 处的

Jacobi 矩阵为 .

4. 设函数 z = x− 2y +
y

x
, 则 ∂2z

∂x∂y
= .

5. 设 ∆f(x, y) =
∂2f

∂x2
+
∂2f

∂y2
, 则 ∆

(
ln
√
x2 + y2 − 2xy

)
= .

6. 函数 u(x, y, z) = ln(z + cos(xy)) 在点 (1, 0, 1) 处函数值增长最快的方向为 .

7. 函数 u = x2y + y2z + z2x 在点 (1, 1, 1) 处沿 ℓ = (1, 2, 1) 的方向导数为 .

8. 曲面 z = x2 + y2 与平面 2x+ 4y − z = 0 平行的切平面方程为 .

9. 曲线

x
2 + y2 + z2 = 6

x2 + y2 − z2 = 4
在点 (2, 1, 1) 处的单位切向量为 .

10. 曲线 L :

y = x2

z = x3
上某点的切线平行于平面 x+ 3y + 3z = 18, 则这个点是 .

11. 设 z = z(x, y) 是由方程 x2y + y2z + z2x = 3 所确定的隐函数, 则 ∂z

∂x
= .

12. 函数 xy 在 x = 1, y = 0 点的二阶 Taylor 多项式为 .

13. 函数 f(x, y) = x3 − 3x+ y3 − 3y 的极大值点为 , 极小值点为 .

14. 函数 f(x, y) =
cosx
y + 1

在 (0, 0) 点处带 Lagrange 余项的一阶 Taylor 展开式为 .

二、计算题 (每题 10 分, 共 4 题) [请写出详细的计算过程和必要的依据]

1. 设 f(x) 是周期为 2π 的函数, 在 [−π, π) 上的表达式为 f(x) =

0 x ∈ [−π, 0)

ex x ∈ [0, π)
. 将 f(x) 展开

为 Fourier 级数.

2. 若 f(x, y) 在 (0, 0) 点的某个邻域内有定义, f(0, 0) = 0, 且 lim
(x,y)→(0,0)

f(x, y)−
√
x2 + y2√

x2 + y2
= a,

其中 a 为常数.

【下一页还有试题……】
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(1) 讨论函数 f(x, y) 在 (0, 0) 点的连续性;
(2) 当 a 为何值时, 函数 f(x, y) 在 (0, 0) 点可微? 并求 df(0, 0).

3. 设 f(x, y, z)存在连续偏导数, z = z(x, y)是由方程 f(z−x, z−y) = 1确定的隐函数. 求 ∂2z

∂x∂y
.

4. 求 xy2z3 在条件 x+ y + z = 1(x, y, z > 0) 下的最大值.

三、证明题 (合计 15 分, 共 2 题) [请写出详细的证明过程]

1. (8 分)设 z 是变量 x, y 的隐函数, 且由方程 z = x+ yφ(z) 定义. 求证:
∂z

∂y
= φ(z)

∂z

∂x
,
∂2z

∂y2
=

∂

∂x

{
[φ(z)]2

∂z

∂x

}
.

2. (7 分)假设 f(x, y) 有连续的偏导数, 在全平面除原点外处处满足 x
∂f

∂x
(x, y) + y

∂f

∂y
(x, y) > 0.

求证: 原点是 f(x, y) 的唯一极小值点, 且满足 lim
(x,y)→(0,0)

f(x, y)− f(0, 0)√
x2 + y2

= 0.

答案与提示

(说明: 以下为官方提供的参考答案. 受篇幅所限, 计算题和证明题仅给出解答概要或思路.)

一、填空题 (每空 3 分, 共 15 空)

1. −1

2
(提示: 奇延拓至 [−1, 1].) 2. ydx− xdy

x2 + y2
3. 1

10

(
3 1

−1 3

)
4. − 1

x2
5. 0 6. (0, 0, 1)

7. 2
√
6 8. 2(x− 1)+ 4(y− 2)− (z− 5) = 0 9. ± (1,−2, 0)√

5
10.

(
−1

3
,
1

9
,− 1

27

)
11. −2xy + z2

2xz + y2

12. 1+ (x− 1)y 13. (−1,−1); (1, 1) 14. f(x, y) = 1− y+ 1

2
(x y)

(
− cos θx

θy+1
sin θx

(θy+1)2

sin θx
(θy+1)2

2 cos θx
(θy+1)3

)(
x

y

)
, ∃θ ∈ (0, 1)

二、计算题 (每题 10 分, 共 4 题)
1. a0 =

1

π

∫ π

0

exdx =
eπ − 1

π
, an =

1

π

∫ π

0

ex cosnxdx =
(−1)neπ − 1

π
− n2an ⇒ an =

(−1)neπ − 1

(n2 + 1)π
(n ≥ 1),

bn =
1

π

∫ π

0

ex sinnxdx = (−n)an. 故 f(x) ∼ eπ − 1

2π
+

+∞∑
n=1

(−1)neπ − 1

(n2 + 1)π
(cosnx− n sinnx).

2. (1) 由已知得 f(x, y)−
√
x2 + y2√

x2 + y2
= a+ o(1), 即 f(x, y) = (a+1)

√
x2 + y2 + o(

√
x2 + y2) → 0 = f(0, 0), 故函

数在原点连续. (2)由可微性定义,为使上式具有微分的形式,只需取 a = −1,此时函数在原点处的微分 df(0, 0) = 0.

3. 由 ∂z

∂y
f ′
1+

(
∂z

∂y
− 1

)
f ′
2 = 0知

∂z

∂y
=

f ′
2

f ′
1 + f ′

2

,同理 ∂z

∂x
=

f ′
1

f ′
1 + f ′

2

. 故 ∂2z

∂x∂y
=
f ′′
11(f

′
2)

2 − 2f ′
1f

′
2f

′′
12 + f ′′

22(f
′
1)

2

(f ′
1 + f ′

2)
3

.

4. 构造 Lagrange 函数 L := xy2z3 − λ(x + y + z − 1), 求各偏导数得驻点处 y2z3 = 2xyz3 = 3y2z2 = λ, 解得

(x, y, z) =

(
1

6
,
1

3
,
1

2

)
. 易检验函数有条件最大值, 且最大值为 f

(
1

6
,
1

3
,
1

2

)
=

1

432
.

三、证明题 (合计 15 分, 共 2 题)

1. 求导知 ∂z

∂x
=

1

1− yφ′(z)
, ∂z
∂y

=
φ(z)

1− yφ′(z)
, 故 ∂z

∂y
= φ(z)

∂z

∂x
. 进而 ∂2z

∂y2
=

∂

∂y

[
φ(z)

∂z

∂x

]
= φ′(z)

∂z

∂y
· ∂z
∂x

+

φ(z)
∂2z

∂y∂x
= φ′(z)

∂z

∂x
· φ(z) ∂z

∂x
+ φ(z) · ∂

∂x

[
φ(z)

∂z

∂x

]
=

∂

∂x

{
[φ(z)]2

∂z

∂x

}
.

2. 首先证明: 原点 (0, 0) 是唯一的极值点. 一方面, 对 (x0, y0) ̸= (0, 0), 取向量 ℓ =
(x0, y0)√
x20 + y20

. 则 ∂f

∂ℓ
(x0, y0) = 0,

方向导数不为 0 则不为极值点. 另一方面, ∀x0 > 0 :
∂f

∂x
(x0, 0) > 0,

∂f

∂x
(−x0, 0) < 0, 故由极限保号性知 ∂f

∂x
(0, 0) =

lim
x0→0+

∂f

∂x
(x0, 0) ≥ 0, 相应得 ∂f

∂x
(0, 0) ≤ 0. 因此只能是 ∂f

∂x
(0, 0) = 0, 同理 ∂f

∂y
(0, 0) = 0, 因此 (0, 0) 是驻点. 由方

向导数恒正知 (0, 0) 确为极小值点. 此时, 由 f(x, y) 可微知 df(0, 0) = 0, 由定义即证得极限为 0.
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清华大学 2008 级多元微积分期中考试试题
2009.4

一、填空题 (每空 3 分, 共 15 空) [请将答案直接填写在横线上]

1. 设 x2 =
+∞∑
n=0

an cosnx (x ∈ [−π, π]), 则 a2 = .

2. 设函数 f(x) =

x2 0 ≤ x ≤ 1
2

−2x 1
2
≤ x ≤ 1

, 将 f(x) 展开成周期为 T = 2 的正弦 Fourier 级数 S(x), 则

S

(
−5

2

)
= .

3. 设二元函数 f(x, y) 在全平面 R2 上可微, (a, b) 为平面 R2 上给定的一点, df(a, b) = 3dx − dy,

则极限 lim
x→0

f(a+ x, b+ x)− f(a, b)

x
= .

4. 设可微函数 f(x, y, z) 在 (x0, y0, z0) 点的梯度为 (1, 2, 3), 则该函数在 (x0, y0, z0) 点的微分

df(x0, y0, z0) = .

5. 极限 lim
(x,y)→(0,2)

sinxy
x

= .

6. 函数 f(x, y) = x2 − xy + y2 在点 (1, 1) 处函数值增长最快的方向是 .

7. 设 z = f
(
xy,

y

x

)
, 其中 f 连续可微, 则 ∂z

∂x
= .

8. 函数 f :

(
x

y

)
7→

(
u

v

)
=

(
ex cos y
ex sin y

)
, 则 J f(x, y) = .

9. 曲线

3x2 + 2y2 − 2z − 1 = 0

x2 + y2 + z2 − 4y − 2z + 2 = 0
在 (1, 1, 2) 处的切线方程为 .

10. 函数 f(x, y) = x sin(x+ y) 在 (0, 0) 点带有 Peano 余项的二阶 Taylor 展开式为 .

11. 函数 x2 + 2xy + y2 在约束条件 x2 + y2 = 1 下的最大值为 .

12. 设曲面 z = xy 在某一点 P0(x0, y0, z0) 处的法线垂直于平面 x + 3y + z + 9 = 0, 则 P0 点坐标

(x0, y0, z0) = .

13. 曲面 z2 = x2 − 3y2 在点 (2, 1, 1) 处的切平面方程为 .

14. 设 F (y) =

∫ y2

y

sin(y2x)
x

dx, 则 F ′(y) = .

15. 函数 1− exy
x2 + y2

当 (x, y) → (0, 0) 时极限是否存在? (填 “存在” 或 “不存在”).

二、计算题 (每题 10 分, 共 4 题) [请写出详细的计算过程和必要的依据]

1. 将函数 f(x) = 1− x2 (x ∈ [0, π]) 展成周期为 2π 的余弦 Fourier 级数, 并求
+∞∑
n=1

(−1)n−1

n2
的和.

2. 设函数 z = z(x, y) 由方程 xy = f(x+ y, z) 确定, 其中 f 有二阶连续偏导数. 求 ∂z

∂x
,
∂2z

∂x∂y
.

3. 已知曲线 C :

x
2 + y2 − 2z2 = 0

x+ y + 3z = 5
, 求曲线 C 上距离 xOy 平面最远和最近的点的坐标.

【下一页还有试题……】
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4. 计算积分
∫ +∞

0

arctan bx− arctan ax
x

dx, 其中 0 < a < b.

三、证明题 (合计 15 分, 共 2 题) [请写出详细的证明过程]

1. (8 分)设 f(x, y) =
√
x2 + y2φ(x, y), 其中 φ(x, y) 在点 (0, 0) 处连续. 证明: f(x, y) 在点 (0, 0)

处可微的充分必要条件是 φ(0, 0) = 0.

2. (7 分)设函数 u(x, y) 在区域 D =
{
(x, y) | 2x2 + 3y2 ≤ 4

}
上连续, 在区域 D 的内部有二阶连

续偏导数, 且满足 −2
∂2u

∂x2
− 3

∂2u

∂y2
= u2; 在区域 D 的边界 2x2 + 3y2 = 4 上 u(x, y) ≥ 0. 证明:

当 2x2 + 3y2 ≤ 4 时, u(x, y) ≥ 0. (提示: 可用反证法证明.)

答案与提示

(说明: 本卷参考答案未公开, 以下答案仅供参考, 使用时务必谨慎核验.)

一、填空题 (每空 3 分, 共 15 空)
1. 1 2. 7

8
(提示: 利用收敛定理.) 3.

√
2 (提示: 方向导数.) 4. dx+2dy+3dz 5. 2 6. (1, 1)

7. yf ′
1 −

y

x2
f ′
2 8.

(
ex cos y −ex sin y
ex sin y ex cos y

)
9.

3(x− 1) + 2(y − 1)− (z − 2) = 0

(x− 1)− (y − 1) + (z − 2) = 0
10. f(x, y) = x2 +

xy + o(x2 + y2) (提示: 用一元 Taylor 展开较简便.) 11. 1 12. (−3,−1, 3) 13. 2x − 3y − 2z = −1

14. 4 sin(y4)− 3 sin(y3)
y

15. 不存在 (提示: 等价无穷小.)

二、计算题 (每题 10 分, 共 4 题)

1. a0 =
2

π

∫ π

0

(1−x2)dx = 2

(
1− π2

3

)
, an =

2

π

∫ π

0

(1−x2) cosnxdx =
4 · (−1)n−1

n2
(n ∈ Z+). 故 f(x) ∼ 1− π2

3
+

4

+∞∑
n=1

(−1)n−1

n2
cosnxdx. 取 x = 0, 则

+∞∑
n=1

(−1)n−1

n2
=
π2

12
.

2. 对 x 求偏导得 y = f ′
1 + f ′

2
∂z

∂x
, 故 ∂z

∂x
=
y − f ′

1

f ′
2

. 同理 ∂z

∂y
=
x− f ′

1

f ′
2

. 前一式两边再对 y 求偏导得 1 = f ′′
11 +

f ′′
12
∂z

∂y
+ f ′′

21
∂z

∂x
+ f ′′

22
∂z

∂x

∂z

∂y
+ f ′

2
∂2z

∂x∂y
, 从而 ∂2z

∂x∂y
= − (f ′′

11 − 1)(f ′
2)

2 + f ′′
12(x+ y − 2f ′

1)f
′
2 + f ′′

22(x− f ′
1)(y − f ′

1)

(f ′
2)

3
.

3. 即要求函数 z 以曲线方程为约束条件时的条件极值 (由问题的几何意义, 最大值与最小值存在, 且均为条件极值
点). 构造 Lagrange 函数 L := z + λ(x2 + y2 − 2z2) + µ(x + y + 3z − 5), 求偏导解得 x = y = − µ

2λ
, z =

1 + 3µ

4λ
.

代入约束条件得 (λ, µ) =

(
−1

5
,
1

10

)
,

(
−1,− 1

10

)
, 分别对应 (1, 1, 1) (最近点) 和 (−5,−5, 5) (最远点), 即为所求.

4. 将常数 b 置为参变量 t, 并记相应积分为 I(t). 则 y =
arctan tx− arctan ax

x
∈ C(R2

+),
∂y

∂t
=

1

t2x2 + 1
∈ C(R2

+),

且广义积分

∫ +∞

0

∂y

∂t
dx 关于参变量 t ∈ [a,+∞) 一致收敛 (Weierstrass 判别法), 因此有 dI

dt =

∫ +∞

0

dx
t2x2 + 1

=

arctan tx
t

∣∣∣∣+∞

0

=
π

2t
(t ∈ [a,+∞)). 进而, I(b) = I(a) +

∫ b

a

π

2t
dt = π

2
ln b

a
, 此即为所求广义积分.

三、证明题 (合计 15 分, 共 2 题)

1. 注意到 ∂f

∂x
= lim

h→0

f(h, 0)− f(0, 0)

h
= lim

h→0
φ(0, 0)

|h|
h

, 同理有 ∂f

∂y
= lim

h→0
φ(0, 0)

|h|
h

. 一方面, 若函数可微, 则两

偏导数必然存在, 从而只能是 φ(0, 0) = 0. 另一方面, 当 φ(0, 0) = 0 时, 有 ∂f

∂x
=
∂f

∂y
= 0. 因此, 仅需验证定义式

lim
(∆x,∆y)→(0,0)

f(∆x,∆y)− f(0, 0)− 0√
(∆x)2 + (∆y)2

= φ(0, 0) = 0, 即得函数可微. 命题得证.

2. 若不然, 设 D◦ 内有函数值小于 0, 则函数的最小值在 D◦ 内部某点 (x0, y0) 处取得. 该点必为极小值点, 故必然

有
∂2u

∂x2
,
∂2u

∂y2
≥ 0, 即 u(x0, y0)

2 ≤ 0 ⇒ u(x0, y0) = 0, 矛盾. 故假设不成立, 命题得证.
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清华大学 2009 级多元微积分期中考试试题
2010.4

一、填空题 (每空 3 分, 共 15 空) [请将答案直接填写在横线上]

1. 设函数 2x + 1 在 [0, 2) 上的 Fourier 展开为 S(x) =
a0
2

+
+∞∑
n=1

[an cos(nπx) + bn sin(nπx)], 则

S(0) = .

2. lim
x→+∞
y→+∞

(
xy

x2 + y2

)x2

= .

3. 隐函数 y = y(x), z = z(x) 由方程组

x+ y + z = 0

x2 + y2 + z2 = 1
确定 (y ̸= z), 则 dy

dx = .

4. 设 f(u, v) 连续可微, w = f

(
x

y
,
y

z

)
, 则 dw = .

5. 函数 x+ y2 + z3 在点 (1, 1, 1) 处沿方向

(
2

3
,−2

3
,
1

3

)
的方向导数为 .

6. 函数 x2 + 2y2 在点 (1, 1) 处函数值下降最快的方向为 .

7. 设

x = ρ cosφ

y = ρ sinφ
, 则其逆映射的 Jacobi 矩阵 ∂(ρ, φ)

∂(x, y)
= .

8. 设 z = x2 + y(x)2, 其中函数 y(x) 是由方程 x2 − xy + y2 = 1 在点 (x0, y0) = (1, 0) 附近所确定

的隐函数, 则 z′′(1) = .

9. 已知 F (x+y+z, z, z) = 0确定了隐函数 z = z(x, y),其中 F 为连续可微函数, F ′
1+F

′
2+F

′
3 ̸= 0,

则
∂z

∂x
= .

10. 函数 sinx
1− sin y 在 (0, 0) 点处带 Peano 余项的二阶 Taylor 展开式为 .

11. 曲线

2x2 + 3y2 + z2 = 9

z2 = 3x2 + y2
在点 (1,−1, 2) 处的切线方程为 .

12. 椭球面 x2 + 2y2 + 3z2 = 6 在点 (1, 1, 1) 处的切平面为 .

13. 曲线


x = u cos v

y = u sin v

z = v

在点
(√

2,
√
2,
π

4

)
处的切平面方程为 .

14. 已知 f(y) =

∫ cos y

sin y

ex2ydx, 则 f ′(y) = .

15. 设 f(x) 为连续函数, F (x) =
∫ x

0

f(t)(x− t)2dt, 则 F ′′′(x) = .

二、计算题 (每题 10 分, 共 4 题) [请写出详细的计算过程和必要的依据]

1. 设 f(x) =

x x ∈ [0, ℓ
2
]

ℓ− x x ∈ [ ℓ
2
, ℓ]

, 将 f(x) 在 (0, ℓ) 上展成周期为 2ℓ 的正弦 Fourier 级数, 并求该

Fourier 级数的和函数.

【下一页还有试题……】
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2. 设函数 f(x, y) =


x3 + y3

x2 + y2
(x, y) ̸= (0, 0)

0 (x, y) = (0, 0)

. 回答以下问题, 并说明理由:

(1) 函数 f(x, y) 在点 (0, 0) 处是否连续?
(2) 函数 f(x, y) 在点 (0, 0) 处的两个一阶偏导数是否存在? 若存在, 求出这两个偏导数.
(3) 函数 f(x, y) 在点 (0, 0) 处是否可微? 若可微, 求出函数的微分.

3. 设 z = z(x, y) 是由方程 x3 + y3 + z3 = x+ y + z 确定的二阶可微函数, 求 ∂2z

∂x∂y
.

4. 在椭球曲面 x2 + y2 +
z2

4
= 1 上寻找位于第 I 卦限的一点 (即 x, y, z > 0), 使得该点处的切平面

与三个坐标轴的交点到原点的距离平方和最小.

三、证明题 (合计 15 分, 共 2 题) [请写出详细的证明过程]

1. (7 分)设函数 f(x, y)在全平面上连续可微,且满足: (1)两个一阶偏导数处处相等,即 f ′
x(x, y) =

f ′
y(x, y),∀(x, y) ∈ R2; (2) f(x, 0) > 0,∀x ∈ R. 证明: f(x, y) > 0,∀(x, y) ∈ R2.

2. (8 分)设 f(x, y) 在全平面上二阶连续可微, 其 Hesse 矩阵处处正定. 证明:
(1) 该函数若有驻点, 则此点为最小值点;
(2) 该函数最多只有一个驻点.

答案与提示

(说明: 以下为官方提供的参考答案. 受篇幅所限, 计算题和证明题仅给出解答概要或思路.)

一、填空题 (每空 3 分, 共 15 空)

1. 3 2. 0 (提示: 放缩法.) 3. z − x

y − z
4. −f

′
1

y
dx+

(
f ′
2

z
− xf ′

1

y2

)
dy− yf ′

2

z2
dz 5. 1

3
6. (−1,−2)

7. 1

ρ

(
ρ cosφ ρ sinφ
− sinφ cosφ

)
8. 10 9. − F ′

1

F ′
1 + F ′

2 + F ′
3

10. x+xy+o(x2+y2) 11.

x− 3y + 2z = 8

3x− y − 2z = 0

12. x + 2y + 3z = 6 13.


x−

√
2 =

√
2

2
(u− 2)−

√
2
(
v − π

4

)
y −

√
2 =

√
2

2
(u− 2) +

√
2
(
v − π

4

)
z = v

14.
∫ cos y

sin y

x2ex
2ydx − ey cos2 y sin y −

ey sin2 y cos y 15. 2f(x) (提示: 利用定义.)
二、计算题 (每题 10 分, 共 4 题)

1. 对 f(x) 作奇延拓, 则 Fourier 系数 bn =
2

ℓ

∫ ℓ

0

f(x) sin nπ
ℓ
xdx(4 分)= 4ℓ

n2π2
sin nπ

2
=

0 n = 2k

(−1)k4ℓ

(2k+1)2π2 n = 2k + 1

(k ∈ N) (4 分), 故形式正弦 Fourier 级数为 f(x) ∼ 4ℓ

π2

+∞∑
k=0

(−1)k

(2k + 1)2
sin (2k + 1)πx

ℓ
. (2 分)

2. (1) 注意到 |f(x, y)| ≤ |x|+ |y| → 0, (x, y) → (0, 0), 故函数在 (0, 0) 处连续. (3 分) (2) 由偏导数定义, f ′
x(0, 0) =

lim
h→0

f(h, 0)− f(0, 0)

h
= 1,同理 f ′

y(0, 0) = 1. (4分)(3)由于极限 lim
(∆x,∆y)→(0,0)

f(∆x,∆y)− f(0, 0)− (∆x+∆y)√
(∆x)2 + (∆y)2

=

lim
(∆x,∆y)→(0,0)

−∆x∆y(∆x+∆y)

[(∆x)2 + (∆y)2]
3
2

显然不存在, 故函数在 (0, 0) 处不可微. (3 分)

3. 求导得 ∂z

∂x
=

1− 3x2

3z2 − 1
(3 分), ∂z

∂y
=

1− 3y2

3z2 − 1
(3 分), 进而可求得 ∂2z

∂x∂y
= −6z

(1− 3x2)(1− 3y2)

(3z2 − 1)3
(4 分).

4. 椭球面在 (x0, y0, z0) 处的切平面为 2x0(x − x0) + 2y0(y − y0) +
z0
2
(z − z0) = 0, 在各坐标轴上的截距分别为
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1

x0
,
1

y0
,
4

z0
. (2 分)因此, 只需要求函数 S(x, y, z) :=

1

x2
+

1

y2
+

16

z2
在约束条件 x2 + y2 +

z2

4
= 1 下的条件最小

值. (2 分)取 Lagrange 函数 L := S(x, y, z) + λ

(
x2 + y2 +

z2

4
− 1

)
(3 分), 容易解得其在第 I 卦限内有唯一驻点

(x, y, z) =

(
1

2
,
1

2
,
√
2

)
. 检验知在点

(
1

2
,
1

2
,
√
2

)
处 S(x, y, z) 确实有最小值 16. (3 分)

三、证明题 (合计 15 分, 共 2 题)

1. 对任意定点 (x, y) ∈ R2, 考虑函数 g(t) := f(x+ t, y − t). 易见 g 也连续可微, 求导得 g′(t) = f ′
x(x+ t, y − t)−

f ′
y(x+ t, y− t) = 0, 从而 g(t) 是与 t 无关的常数, 即恒有 f(x, y) = g(0) = g(y) = f(x+ y, 0) > 0. 命题得证. (7 分)

2. (1) 设 (x0, y0) 为函数的驻点, 在 (x0, y0) 处对 f(x, y) 作 Taylor 展开得 f(x, y)
∃ξ,η
==== f(x0, y0) +

1

2
(x − x0,

y− y0)H(ξ, η)

(
x− x0

y − y0

)
≥ f(x0, y0) (这里用到 Hesse 矩阵正定), 故驻点必为最小值点. (4 分) (2) 由正定性, (1) 中

等号仅在 (x, y) = (x0, y0) 处取到, 故函数至多只有一个最小值点, 从而至多有一个驻点. (4 分)
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清华大学 2010 级微积分 A(2) 期中考试试题
2011.4

一、填空题 (每空 3 分, 共 15 空) [请将答案直接填写在横线上]

1. 将定义在区间 (0, π) 上的函数 ex 展成周期为 2π 的正弦 Fourier 级数, 记 S(x) 为该级数的和函

数, 则 S(0) = .

2. lim
x→+∞
y→0

(
x− 1

x

) x2

x+y

= .

3. 设 z = f(x+ y, x− y), 其中 f ∈ C(1), 则 dz = .

4. 设 z = xy, 则 ∂2z

∂x∂y
= .

5. 方程 xy + z ln y + eyz = e 在 (0, 1, 1) 点附近确定隐函数 z = z(x, y), 则 ∂z

∂x
= .

6. 设 y = y(x), z = z(x) 是由方程组


x+ y + z = 0

x2

a2
+
y2

b2
+
z2

c2
= 1

确定的隐函数 (其中 c2y ̸= b2z), 则

dy
dx = .

7. 函数 x+ y2 + z3 在点 (1, 1, 1) 处沿方向

(
4

5
,
3

5
, 0

)
的方向导数为 .

8. 函数 x2 + y2 在点 (1, 2) 处函数值增大最快的方向为 .

9. 设

x = cosφ cos θ

y = cosφ sin θ
, 则其 Jacobi 矩阵的行列式

∣∣∣∣∂(x, y)∂(φ, θ)

∣∣∣∣ = .

10. 参数曲面


x = u+ v

y = uv

z = u sin v

在 (u, v) = (1, 0) 处的切平面方程为 .

11. 曲线

x
2 + y2 + z2 = 6

z = x2 + y2
在点 (1,−1, 2) 处的切线方程为 .

12. 曲面 x2 + 2y2 + 3z2 = 21 在点 (1,−2, 2) 处的法线方程为 .

13. 曲面 z = arctan y
x
在点

(
1, 1,

π

4

)
处的单位法向量为 .

14. 曲线


x = t

y = t2

z = t3

上一点 M 处的切线平行于平面 x+ 2y + z = 4, 则 M 点的坐标为 .

15. 函数 f(x, y) = ex(sin y+cos y)在 (0, 0)点的带有 Peano余项的二阶 Taylor公式为 .

二、计算题 (每题 10 分, 共 4 题) [请写出详细的计算过程和必要的依据]

1. 求函数 f(x) =

π − x x ∈ [−π, 0]

π + x x ∈ [0, π]
的 Fourier 级数, 并求数项级数

+∞∑
n=1

1

(2n− 1)2
的和.

2. 设 f(u, v) ∈ C(2)(R2), 隐函数 z = z(x, y) 由方程 x+ y = f(x, z) 确定, 求 ∂2z

∂x∂y
.

【下一页还有试题……】
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3. 设 f(x, y) =
√
x2 + y4, 研究 f(x, y) 在 (0, 0) 点的连续性、偏导数存在性及可微性 (说明理由).

4. 求函数 f(x, y) = xy 在集合 D = {(x, y) | (x− 1)2 + y2 ≤ 1} 上的最大值和最小值.

三、证明题 (合计 15 分, 共 2 题) [请写出详细的证明过程]

1. (8 分)设 F (x, y, z) 有连续的一阶偏导数
∂F

∂x
,
∂F

∂y
,
∂F

∂z
, 并且满足 y

∂F

∂x
− x

∂F

∂y
+
∂F

∂z
≥ α > 0

(其中 α 为常数). 证明: lim
t→+∞

F (− cos t, sin t, t) = +∞.

2. (7 分)设 D =
{
(x, y)

∣∣|x| ≤ a, |y| ≤ b, a, b > 0
}

, 二元函数 f ∈ C(2)(D), 且在 D 内满足
∂2f

∂x2
+

∂2f

∂y2
= 0, ∂2f

∂x∂y
̸= 0. 证明: 函数 f(x, y) 的最大值和最小值只能在 D 的边界上取得.

答案与提示

(说明: 以下为官方提供的参考答案. 受篇幅所限, 计算题和证明题仅给出解答概要或思路.)

一、填空题 (每空 3 分, 共 15 空)
1. 0 2. 1

e (提示: 取对数.) 3. (f ′
u + f ′

v)dx + (f ′
u − f ′

v)dy 4. xy−1(1 + y lnx) 5. −y
ln y + yeyz

6. b2(a2z − c2x)

a2(c2y − b2z)
7. 2 8. (2, 4) 9. − sinφ cosφ 10. y − z = 0 11.

x− y + 2z = 6

2x− 2y − z = 2

12. x− 1

1
=

y + 2

−4
=

z − 2

6
13. ± (1,−1, 2)√

6
14. (−1, 1,−1) 或

(
−1

3
,
1

9
,− 1

27

)
15. f(x, y) =

1 + x+ y +
x2

2
+ xy − y2

2
+ o(x2 + y2)

二、计算题 (每题 10 分, 共 4 题)

1. 易得 Fourier级数为 f(x) ∼ 3π

2
− 4

π

+∞∑
n=1

cos(2n− 1)x

(2n− 1)2
. 级数在 x = 0处收敛至 f(0) = π,故

+∞∑
n=1

1

(2n− 1)2
=
π2

8
.

2. 求导得 ∂z

∂x
=

1− f ′
x

f ′
z

, ∂z
∂y

=
1

f ′
z

, 进而可求得 ∂2z

∂x∂y
= −f

′′
zxf

′
z + f ′′

zz(1− f ′
x)

(f ′
z)3

.

3. |f(x, y)| ≤
√
x2 + y2 → 0, (x, y) → (0, 0), 故函数在 (0, 0) 处连续. 由偏导数定义, ∂f

∂x
(0, 0) = lim

h→0

√
h2

h
不存在,

而
∂f

∂y
(0, 0) = lim

h→0

√
h4

h
= 0. 由可微性蕴含偏导数存在性知: 函数在 (0, 0) 处不可微.

4. 由于 f(x, y)是有界闭集D上的连续函数,故可取到最大值和最小值. 在D的内部求函数的驻点,即得 (0, 0),不在
D内,故舍去. 因此,只需在约束条件 (x−1)2+y2 = 1下求条件最值. 作 Lagrange函数 L := xy−λ[(x−1)2+y2−1],

解得三个驻点: (0, 0),
(
3

2
,±

√
3

2

)
. 易检验知函数有最大值 f

(
3

2
,

√
3

2

)
=

3
√
3

4
和最小值 f

(
3

2
,−

√
3

2

)
= −3

√
3

4
.

三、证明题 (合计 15 分, 共 2 题)

1. 记G(t) := F (− cos t, sin t, t),则G′(t) = sin tF ′
x(− cos t, sin t, t)+cos tF ′

y(− cos t, sin t, t)+F ′
z(− cos t, sin t, t) ≥ α

(由题设), 从而 G(t) =

∫ t

0

G′(s)ds+G(0) ≥ αt+G(0) → +∞, t→ +∞.

2. 假设函数 f(x, y) 的最值在 D 内部某点处取得, 则该点必为极值点. 然而, 考虑 f 的 Hesse 矩阵 Hf , 由 detHf =

−[(f ′′
xx)

2 + (f ′′
xy)

2] < 0 知 Hf 为不定矩阵, 从而 f 在 D 的内部无极值点. 命题得证.



清华大学 2011 级微积分 A(2) 期中考试试题 42

清华大学 2011 级微积分 A(2) 期中考试试题
2012.4

(本卷后用作期中考试样卷.)

一、填空题 (每空 3 分, 共 15 空) [请将答案直接填写在横线上]

1. lim
x→+∞
y→+∞

(
xy

x2 + y2

)ln(xy)

= .

2. 函数 f(x, y) = xyyx 在 (1, 2) 点的全微分为 .

3. 设函数 f(u, v) 可微, 函数 z = z(x, y) 由方程 f(x + y + z, x2 + y2 + z2) = 0 确定, 则偏导数
∂z

∂x
= .

4. 函数 x2 + 2y2 + 3z2 在点 (1, 1, 1) 处函数值递增最快的方向为 .

5. 向量值函数 f(x, y) = (x3y2, x3 − y2) 的 Jacobi 矩阵 J f = .

6. 设 u = f(x2 + y2), 其中 f 为 C(2) 类函数, 则 ∂2u

∂x∂y
= .

7. 设

y = y(x)

z = z(x)
是由方程组

x+ y + z = 0

x2 + y2 + z2 = 1
确定的隐函数 (y ̸= z), 则 dy

dx = .

8. 函数 f(x, y) = xy 在点 (x, y) = (1, 1) 处带 Peano 余项的二阶 Taylor 展开式为 .

9. 曲面


x = u+ eu+v

y = u+ v

z = eu−v

在 (2, 0, e2) 点的切平面方程为 .

10. 曲面 x2 + y2 + sin y = z2 在 (1, 0, 1) 点的切平面方程为 .

11. 曲线

x
2 + y2 + z2 = 9

z = xy
在点 (1, 2, 2) 处的切线方程为 .

12. 曲面 x2 + 2y2 + 3z2 = 21 在点 (1,−2, 2) 处的法线方程为 .

13. 已知 α > 0, 广义积分
∫ +∞

1

sin(xα)dx 收敛, 则 α 的取值范围是 .

14. 设 p, q, r > 0, 利用 Beta 函数, 积分
∫ 1

0

xp−1(1− xr)q−1dx 可以表示为 .

15. 设 F (x) =

∫ 2x

x

esin(xy)dy, 则 F ′(x) = .

二、计算题 (每题 10 分, 共 4 题) [请写出详细的计算过程和必要的依据]

1. 求函数 f(x, y) =


x3 − y3

x2 + y2
x2 + y2 ̸= 0

0 x2 + y2 = 0

在原点的偏导数 f ′
x(0, 0) 与 f ′

y(0, 0), 并考察 f(x, y)

在 (0, 0) 的连续性和可微性.

2. 设 φ 为二阶连续可微函数, z = z(x, y) 是由方程 x3 + y3 + z3 = φ(z) 确定的隐函数, 求 ∂2z

∂x∂y
,

并说明隐函数存在的条件.

3. 求椭圆 x2 + 3y2 = 12 的一个内接等腰三角形, 使其底边平行于长轴, 且其面积最大.

【下一页还有试题……】
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4. 已知 0 < a < b,
∫ +∞

0

e−x2dx =

√
π

2
, 求积分

∫ +∞

0

e−a2x2 − e−b2x2

x2
dx.

三、证明题 (合计 15 分, 共 2 题) [请写出详细的证明过程]

1. (7 分)证明二元函数的罗尔(Rolle)定理: 设二元函数 f(x, y) 在开圆盘 DR : x2 + y2 < R2 内部

可微, 在闭圆盘 DR : x2 + y2 ≤ R2 上连续. 若 f(x, y) 在圆周 ∂DR : x2 + y2 = R2 上取常数值,
则 f(x, y) 在开圆盘 DR 内必有驻点 (即存在点 (ξ, η) ∈ DR, 使得 ∇f(ξ, η) = 0).

2. (8 分)证明: 当 p >
1

2
时, 广义积分

∫ +∞

0

[
ln
(
1 +

1

xp

)
− 1

1 + xp

]
dx 收敛.

答案与提示

(说明: 以下为官方提供的参考答案. 受篇幅所限, 计算题和证明题仅给出解答概要或思路.)

一、填空题 (每空 3 分, 共 15 空)

1. 0 2. 2(ln 2+2)dx+dy 3. −f
′
u + 2xf ′

v

f ′
u + 2zf ′

v

4. (1, 2, 3) 5.
(
3x2y2 2x3y

3x2 −2y

)
6. 4xyf ′′(x2+y2)

7. −z − x

z − y
8. xy = 1+(x−1)+(x−1)(y−1)+o

(
(x−1)2+(y−1)2

)
9.


x− 2 = 2(u− 1) + (v + 1)

y = (u− 1) + (v + 1)

z − e2 = e2(u− 1)− e2(v + 1)

10. 2(x− 1) + y = 2(z − 1) 11.

(x− 1) + 2(y − 2) + 2(z − 2) = 0

z − 2 = 2(x− 1) + (y − 2)
12. x− 1

1
=
y + 2

−4
=
z − 2

4

13. (1,+∞) (提示: 换元法.) 14. 1

r
B
(p
r
, q
)

15.
∫ 2x

x

y cos(xy)esin(xy)dy + 2esin(2x2) − esin x2

二、计算题 (每题 10 分, 共 4 题)
1. 由定义知 f ′

x(0, 0) = lim
h→0

f(h, 0)− f(0, 0)

h
= 1 (2 分), 同理知 f ′

y(0, 0) = −1 (2 分). 因此显然有函数在 (0, 0) 点

连续 (3 分). 由于极限 lim
(∆x,∆y)→(0,0)

f(∆x,∆y)− f(0, 0)− (∆x−∆y)√
(∆x)2 + (∆y)2

= lim
(∆x,∆y)→(0,0)

∆x∆y(∆x−∆y)

[(∆x)2 + (∆y)2]
3
2

显然不

存在, 故函数在 (0, 0) 处不可微. (3 分)

2. 求导得 ∂z

∂x
=

3x2

φ′(z)− 3z2
(2 分), ∂z

∂y
=

3y2

φ′(z)− 3z2
(2 分). 故隐函数存在的条件为 φ′(z) ̸= 3z2 (2 分), 且二阶

偏导数
∂2z

∂x∂y
=

6z − φ′′(z)

φ′(z)− 3z2
∂z

∂x

∂z

∂y
=

9x2y2(6z − φ′′(z))

[φ′(z)− 3z2]3
(4 分).

3. 对椭圆上任一点 (x, y) (不妨设 x > 0 > y), 对应的内接等腰三角形面积为 S = x(2− y). (2 分)作 Lagrange 函
数 L := x(2− y) + λ(x2 + 3y2 − 12) (3 分), 解得其驻点为 (3,−1) (3 分). 由问题的几何意义知 S 存在条件最大值,
因此点 (3,−1), (−3,−1), (0, 2) 连成的椭圆内接等腰三角形即为所求. (2 分)

4. 注意到
∫ +∞

0

e−a2x2

− e−b2x2

x2
dx =

∫ +∞

0

dx
∫ b2

a2

e−x2ydy. (3分)易证反常含参积分
∫ +∞

0

e−x2ydx在 [a2, b2]上

一致收敛, 且被积函数连续 (1 分), 故交换积积分顺序得
∫ +∞

0

e−a2x2

− e−b2x2

x2
dx =

∫ b2

a2

dy
∫ +∞

0

e−x2ydx t:=x
√

y
======∫ b2

a2

dy
√
y

∫ +∞

0

e−t2dt Poisson 积分
==========

√
π

2

∫ b2

a2

dy
√
y
=

√
π(b− a). (6 分)

三、证明题 (合计 15 分, 共 2 题)

1. 若 f(x, y) 在 DR 上恒为常数, 则其在 DR 上梯度处处为 0, 命题显然成立. 否则, DR 上的连续函数 f(x, y) 有相

异的最大值和最小值, 至少其一在开圆盘 DR 内部某点 (ξ, η) 处取得. 该点必为极值点, 从而 ∇f(ξ, η) = 0. (7 分)

2. 在瑕点 0 附近,
∫ 1

0

[
ln
(
1 +

1

xp

)
− 1

1 + xp

]
dx =

∫ 1

0

[
ln(1 + xp)− 1

1 + xp
− p lnx

]
dx 必然收敛. (3 分)而当

x→ +∞ 时, 对被积函数作 Taylor 展开: ln
(
1 +

1

xp

)
− 1

1 + xp
=

1

2x2p
− 2

3x3p
+ o

(
1

x3p

)
, 当且仅当 p >

1

2
时收

敛. (4 分)因此, 原广义积分当且仅当 p >
1

2
时收敛. (1 分)
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2013.4

一、填空题 (每空 3 分, 共 15 空) [请将答案直接填写在横线上]

1. lim
x→0

y→+∞

xy

x2 + y
= .

2. 函数 f(x, y) =

y ln(x2 + y2) x2 + y2 ̸= 0

0 x2 + y2 = 0
在 (0, 0) 点处是否连续? (填 “是” 或 “否”).

3. 设 f(x, y) = (x+ y) sin 1

x2 + y2
(x2 + y2 ̸= 0), 则 ∂f

∂x
(1, 0) = .

4. 设函数 f(x, y) 可微, 且在点 P0 处沿 ℓ1 =

(√
2

2
,

√
2

2

)
的方向导数为

√
2

2
, 沿 ℓ2 =

(
3

5
,
4

5

)
的

方向导数为
1

5
, 则 ∂f

∂x

∣∣∣∣
P0

= .

5. 二元函数 x2 + xy + y2 在点 (−1, 1) 处增长最快的方向为 .

6. 设 z(x, y) = ex2y, 则 dz = .

7. 设 y(x) = f(2x, x2), 其中 f 为可微函数, 则 y′(x) = .

8. 设

f(u, v) = u+ v

g(u, v) = uv
,

u = x+ y

v = x− y
, 则 ∂(f, g)

∂(x, y)
= .

9. 设 z = z(x, y) 是由方程 x2 + y + z = e−z 所确定的隐函数, 则 ∂z

∂x
(1, e) = .

10. 函数 f(x, y) =
1

x+ y
在点 (1, 0) 处带 Peano 余项的二阶 Taylor 展开式为 .

11. 曲面 (x+ y + z)exyz = 3e 在点 (1, 1, 1) 处的切平面方程为 .

12. 曲线

x
2 + y2 + z2 = 6

x+ y + z = 4
在点 (2, 1, 1) 处的切向量为 .

13. 曲线


x = 3t

y = 3t2

z = t3

上一点 P0 处的切线与平面 x+ y + z = 3 平行, 则 P0 的坐标为 .

14. 设函数 F (x, y) =

∫ +∞

1

tx−1e−ytdt (x, y > 0), 则 ∂2F

∂x∂y
= .

15. 设 φ(t) =

∫ t2

2t

sin tx
x

dx (t > 0), 则 φ′(t) = .

二、计算题 (每题 10 分, 共 4 题) [请写出详细的计算过程和必要的依据]

1. 讨论函数 f(x, y) =


sin(x2y)
x2 + y2

x2 + y2 ̸= 0

0 x2 + y2 = 0

在点 (0, 0) 处的连续性、偏导数存在性及可微性.

2. 设 φ ∈ C(2)(R), 函数 z = z(x, y) 由 x+ y − z = φ(x+ y + z) 给出, 求 ∂2z

∂x2
.

3. 求函数 f(x, y) = x2 − xy + y2 − x− y 在闭单位圆盘 x2 + y2 ≤ 1 上的最大值和最小值.

【下一页还有试题……】
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4. 设 0 < a < b, c 为任意实常数, 计算广义积分
∫ +∞

0

e−ax − e−bx

x
cos cxdx.

三、证明题 (合计 15 分, 共 2 题) [请写出详细的证明过程]

1. (6 分)设 lim
y→y0

φ(y) = a, lim
x→x0

ψ(x) = 0, 且 [f(x, y)− φ(y)] ≤ ψ(x), ∀(x, y) ∈ R2.
证明: lim

(x,y)→(x0,y0)
f(x, y) = a.

2. (9 分)设二元函数 f(x, y) 在全平面上 R2 上二次连续可微, f(x, y) > 0, ∀(x, y) ∈ R2, 且满足:
f ′′
xy(x, y)f(x, y) ≡ f ′

x(x, y)f
′
y(x, y), ∀(x, y) ∈ R2. 证明:

(1) ∂

∂y

(
f ′
x

f

)
≡ 0;

(2) f(x, y) = φ(x)ψ(y), ∀(x, y) ∈ R2, 其中 φ,ψ 为 R 上二次连续可微的一元函数.

答案与提示

(说明: 以下为官方提供的参考答案. 受篇幅所限, 计算题和证明题仅给出解答概要或思路.)

一、填空题 (每空 3 分, 共 15 空)
1. 0 (提示: 放缩法.) 2. 是 3. sin 1− 2 cos 1 4. 3 (提示: 表为偏导数的线性组合.) 5. (−1, 1)

6. ex2y(2xydx+ x2dy) 7. 2f ′
1(2x, x

2) + 2xf ′
2(2x, x

2) 8.
(

2 0

2x −2y

)
(提示: 直接代入或利用乘积性质.)

9. − 2

e + 1
10. 1 −

[
(x − 1) + y

]
+
[
(x − 1)2 + 2(x − 1)y + y2

]
+ o
(
(x − 1)2 + y2

)
11. x + y + z = 3

12. (0, 1,−1) 13. (−3, 3,−1) 14. −
∫ +∞

1

txe−yt ln tdt 15. 3 sin t3 − 2 sin 2t2

t
二、计算题 (每题 10 分, 共 4 题)

1. |f(x, y)| ∼ x2

x2 + y2
|y| ≤ |y| → 0, (x, y) → (0, 0), 故 f(x, y) 在 (0, 0) 点连续. 两偏导数显然存在且均为 0, 而

(f(∆x,∆y)− f(0, 0))− (0 ·∆x+ 0 ·∆y)√
(∆x)2 + (∆y)2

=
sin[(∆x)2∆y]

[(∆x)2 + (∆y)2]
3
2

在 (x, y) → (0, 0) 时极限不存在, 故不可微.

2. ∂z

∂x
=

1− φ′(x+ y + z)

1 + φ′(x+ y + z)
, 进而 ∂2z

∂x2
= − 4φ′′(x+ y + z)

[1 + φ′(x+ y + z)]3
.

3. 在圆盘内部, 求偏导得 ∂f

∂x
= 2x− y− 1,

∂f

∂y
= 2y− x− 1, 解得驻点 (1, 1) 在单位圆盘外, 舍去. 故最值只可能圆

盘边界上取得, 而有界闭集上的连续函数必有最值. 因此只需在约束条件 x2 + y2 = 1 下求条件极值. 构造 Lagrange

函数 L := x2 − xy + y2 − x− y + λ(x2 + y2 − 1), 求得 L 的驻点为 ±
(√

2

2
,

√
2

2

)
, (0,−1), (−1, 0). 检验知最大值

为 2 = f(0,−1) = f(−1, 0), 最小值为 1

2
−

√
2 = f

(√
2

2
,

√
2

2

)
.

4. 易见 e−ax − e−bx

x
=

∫ b

a

e−uxdu, 即
∫ +∞

0

e−ax − e−bx

x
cos cxdx =

∫ +∞

0

[∫ b

a

e−ux cos cxdu
]

dx. 又注意到广义

积分

∫ +∞

0

e−ux cos cxdx 关于 u ∈ [a, b] 一致收敛, 故
∫ +∞

0

e−ax − e−bx

x
cos cxdx =

∫ b

a

du
∫ +∞

0

e−ux cos cxdx =∫ b

a

udu
u2 + c2

=
1

2
ln b2 + c2

a2 + c2
(积分换序时用到了一致收敛性). (注: 一致收敛性这里不要求证明, 仅需明确指出.)

三、证明题 (合计 15 分, 共 2 题)

1. 由极限定义: ∀ε > 0,∃δ > 0,∀x ∈ Uδ(x0),∀y ∈ Uδ(y0) : |φ(y) − a| < ε

2
, |ψ(x)| < ε

2
. 进而有 |f(x, y) − a| ≤

|f(x, y)− φ(y)|+ |φ(y)− a| ≤ ψ(x) + |φ(y)− a| < ε, 由极限定义即证得.

2. (1) 显然有 ∂

∂y

(
f ′
x

f

)
=
f ′′
xyf − f ′

xf
′
y

f2
≡ 0. (2) 由 (1) 知函数 f ′

x

f
与 y 无关, 即 ∂(ln f)

∂x
=
f ′
x

f
= ξ(x), 其中

ξ(x) ∈ C(1). 由此可积分得 ln f(x, y) =
∫
ξ(x)dx+ η(y), 或 f(x, y) = e

∫
ξ(x)dx · eη(y), 这里 e

∫
ξ(x)dx, eη(y) ∈ C(2).
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清华大学 2013 级微积分 A(2) 期中考试试题
2014.4

一、填空题 (每空 3 分, 共 15 空) [请将答案直接填写在横线上]

1. 设 z = z(x, y) 由方程 z + ex = xy 确定, 则 dz = .

2. 函数 u = x2 + 2y − xyz 在 (1, 1, 0) 处的梯度方向为 g, 则 ∂u

∂g

∣∣∣∣
(1,1,0)

= .

3. 设 u = f(x, y, z), 其中 z = ln
√
x2 + y2, 则 ∂u

∂x
= .

4. 设 D =
{
(x, y) | x2 + y2 ≤ 2x

}
, 则

∫∫
D

√
x2 + y2dxdy = .

5. 交换积分次序:
∫ 1

0

dx
∫ 3x

2x

f(x, y)dy = .

6. 设 F (x) =

∫ x

0

sinxy
y

dy, 则 F ′(x) = .

7. 设 D =
{
(x, y)

∣∣|x|+ |y| ≤ 1
}

, 则
∫∫

D

(
1 + yex10

)
dxdy = .

8. lim
(x,y)→(0,0)

(x2 + y2)x
2y2

= .

9. 曲面 ez − z + xy = 3 在点 (2, 1, 0) 处的切平面方程为 .

10. 曲线

x
2 + y2 + z2 = 6

x+ y + z = 0
在点 (1,−2, 1) 的切线方程为 .

11. 函数 f(x, y) = ex cos y 在点 (0, 0) 处带 Peano 余项的二阶 Taylor 展开式为 .

12. 在变换

u = x

v = y − x
下, 方程 ∂f

∂x
+
∂f

∂y
= 0 可化为 .

13. 二元函数 f(x, y) = x2 + xy + y2 在点 (−1, 1) 处增长最快的方向为 .

14. lim
a→0

∫ 1

0

√
x3 + a2dx = .

15. 广义积分
∫ +∞

0

e−yx sinx
x

dx 在 y ∈ [0,+∞) 上是否一致收敛? (填 “是” 或 “否”).

二、计算题 (每题 10 分, 共 4 题) [请写出详细的计算过程和必要的依据]

1. 设 z = z(x, y) 由方程 z = f(x+ y + z) 确定, 其中 f 是 C(2) 类函数, 且 f ′ ̸= 1. 求 ∂2z

∂x2
.

2. 用 Lagrange 乘子法求椭圆 5x2 + 4xy + 2y2 = 1 的长半轴和短半轴.

3. 求
∫∫

D

ydxdy, 其中 D 是由 x = −2, y = 0, y = 2, x = −
√

2y − y2 围成的平面区域.

4. 设函数 f(x, y) =


(x2 + y2)p sin 1√

x2 + y2
x2 + y2 ̸= 0

0 x2 + y2 = 0

(其中 p 为实数). 讨论:

【下一页还有试题……】



清华大学 2013 级微积分 A(2) 期中考试试题 47

(1) 当 p 满足什么条件时, f(x, y) 在原点连续?
(2) 当 p 满足什么条件时, f ′

x(0, 0) 和 f ′
y(0, 0) 都存在?

(3) 当 p 满足什么条件时, f(x, y) 在原点可微?

三、证明题 (合计 15 分, 共 2 题) [请写出详细的证明过程]

1. (10 分)设 x = f(u, v), y = g(u, v), w = h(x, y) 均有二阶连续偏导数, 且满足
∂f

∂u
=
∂g

∂v
,
∂f

∂v
= −∂g

∂u
;
∂2h

∂x2
+
∂2h

∂y2
= 0.

(1) 证明: ∂
2(fg)

∂u2
+
∂2(fg)

∂v2
= 0;

(2) 证明: w = h(f(u, v), g(u, v)) 满足
∂2w

∂u2
+
∂2w

∂v2
= 0.

2. (5 分)设 f(x, y) 是定义在 D = {(x, y) | x2 + y2 ≤ 1} 上的可微函数, |f(x, y)| ≤ 1.

求证: 在 D 内存在一点 (x0, y0), 使得
[
∂f

∂x
(x0, y0)

]2
+

[
∂f

∂y
(x0, y0)

]2
≤ 16.

(提示: 作辅助函数 g(x, y) = f(x, y) + 2(x2 + y2).)

答案与提示

(说明: 以下为官方提供的参考答案. 受篇幅所限, 计算题和证明题仅给出解答概要或思路.)

一、填空题 (每空 3 分, 共 15 空)

1. ydx+ xdy
1 + ez 2. 3 3. f ′

1 +
x

x2 + y2
f ′
3 4. 32

9
(提示: 极坐标代换.) 5.

∫ 2

0

dy
∫ y

2

y
3

f(x, y)dx +

∫ 3

2

dy
∫ 1

y
3

f(x, y)dx 6. 2 sinx2
x

7. 2 (提示: 对称性.) 8. 1 9. x + 2y = 4 10.

x+ z = 2

y = −2

11. 1+ x+
1

2
(x2 − y2)+ o(x2 + y2) 12. ∂f

∂u
= 0 13. (−1, 1) 14. 2

5
15. 是 (提示: D-A 判别法.)

二、计算题 (每题 10 分, 共 4 题)

1. ∂z

∂x
=

f ′

1− f ′ ,
∂2z

∂x2
=

f ′′

(1− f ′)3
.

2. 即求 x2 + y2 在约束条件 5x2 + 4xy + 2y2 = 1 下的极值 (由几何意义知条件极值存在). 构造 Lagrange 函数
L = x2 + y2 + λ(5x2 + 4xy + 2y2 − 1), 求得极值点处 λ = −1 或 −1

6
. 而方程组变形得 x2 + y2 = −λ (即 −λ 就是

相应的极值), 因此椭圆的长半轴为 1, 短半轴为 1√
6

3.
∫∫

D

ydxdy =

∫ 2

0

dy
∫ −

√
2y−y2

−2

ydx = 4−
∫ 2

0

y
√

2y − y2dy sin t:=y−1
======== 4−

∫ π
2

−π
2

(1 + sin t) cos2 tdt = 4− π

2
.

4. (1) 易放缩得 p > 0 时 f(x, y) 在原点连续. (2) 由定义得 p >
1

2
时, f ′

x(0, 0) 和 f ′
y(0, 0) 都存在, 且均为 0. (3)

p >
1

2
时, lim

(x,y)→(0,0)

(f(∆x,∆y)− f(0, 0))− (0 ·∆x+ 0 ·∆y)√
x2 + y2

= 0, 故函数在原点可微.

三、证明题 (合计 15 分, 共 2 题)

1. 易见 f ′′
uu + f ′′

vv = g′′vu − g′′uv = 0, 同理 g′′uu + g′′vv = 0. (1) ∂
2(fg)

∂u2
=

∂

∂u
(f ′

ug + g′uf) = f ′′
uug + 2f ′

ug
′
u + g′′uuf , 同

理
∂2(fg)

∂v2
= f ′′

vvg + 2f ′
vg

′
v + g′′vvf , 相加得 ∂2(fg)

∂u2
+
∂2(fg)

∂v2
= g(f ′′

uu + f ′′
vv) + f(g′′uu + g′′vv) + 2(f ′

ug
′
u + f ′

vg
′
v) = 0.

(2) ∂w
∂u

=
∂h

∂x

∂x

∂u
+
∂h

∂y

∂g

∂u
, 故 ∂2w

∂u2
= (h′′

xxf
′
u + h′′

xyg
′
u)f

′
u + (h′′

xyf
′
u + h′′

yyg
′
u)g

′
u + h′

xf
′′
uu + h′

yg
′′
uu. 同理可得 ∂2w

∂v2

(仅需将下标中所有 u 改为 v). 同 (1) 相加并合并同类项即得待证式.

2. 令 g(x, y) := f(x, y) + 2(x2 + y2), 则在单位圆上 g(x, y) ≥ 1, 但 g(0, 0) ≤ 1. 故 g(x, y) 在单位圆内部某极值点

(x0, y0) 处取最小值, 从而
∣∣∣∣∂f∂x (x0, y0)

∣∣∣∣ = 4|x0|,
∣∣∣∣∂f∂y (x0, y0)

∣∣∣∣ = 4|y0|. 平方相加即得待证式.
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清华大学 2017 级微积分 A(2) 期中考试试题
2018.4.21

一、填空题 (每空 3 分, 共 15 空) [请将答案直接填写在横线上]

1. 设 f(u) 可导, 函数 z = f

(
lnx+

1

y

)
, 则 x

∂z

∂x
+ y2

∂z

∂y
= .

2. 曲面 (x+ y + z)exyz = 3e 在点 (1, 1, 1) 处的切平面方程为 .

3. 设 f(x, y) = x2 cos y + y(x− 1) arcsin(tanx), 则 f ′
x(1, 0) = .

4. 极限 lim
(x,y)→(0,0)

1− cos(xy)
x2 + y2

= .

5. 极限 lim
x2+y2→+∞

x+ y

x2 − xy + y2
= .

6. 极限 lim
y→0+

∫ 1

0

xdx
(1 + xy)

1
y

= .

7. 设 f(x) 可导, I(y) =
∫ y

0

(x− y)f(x)dx, 则 I ′′(y) = .

8. 计算累次积分: I =

∫ +∞

0

dx
∫ 2

1

e−txdt = .

9. 设 z = arccos x
y

, 则其微分 dz = .

10. 设 f(x, y) = xyyx, 则函数 f 在点 (1, 1) 处的微分为 df(1, 1) = .

11. 曲线

z = x2 + y2

2x2y + 2y − z2 = 0
在点 (1, 1, 2) 处的切线方程为 .

12. 曲面 x2 + 2y2 + 3z2 = 6 在点 (1, 1, 1) 处的法线方程为 .

13. 函数 u = x2 − 2xy + 3y2 在点 (1, 1) 处方向导数的最大值为 .

14. 设 z = z(x, y) 是由方程 z3 − 3xyz = 1 确定的隐函数, 则 ∂z

∂x
= .

15. 函数 cos(x+ y) 在点 (0, 0) 处带 Peano 余项 o(x2 + y2) 的 Taylor 展开式为 .

二、计算题 (每题 10 分, 共 4 题) [请写出详细的计算过程和必要的依据]

1. 求函数 f(x, y) = x2 − xy + y2 在闭单位圆盘 x2 + y2 ≤ 1 上的最大值和最小值.

2. 设 f(x) 在闭区间 [0, 1] 上连续, 在开区间 (0, 1) 上连续可微. 记 F (y) =

∫ 1

0

f(x)|y− x|dx, 证明

函数 F (y) 在闭区间 [0, 1] 上连续, 在开区间 (0, 1) 上二次连续可微, 并求 F ′′(y).

3. 设函数 f(x) =


sin(x2y)
x2 + y2

(x, y) ̸= (0, 0)

0 (x, y) = (0, 0)

, 回答以下问题 (要求说明理由):

(1) 函数 f 在原点 (0, 0) 处是否连续?
(2) 函数 f 在原点 (0, 0) 处的两个偏导数 f ′

x(0, 0) 和 f ′
y(0, 0) 是否存在? 求出存在的偏导数.

(3) 函数 f 在原点 (0, 0) 处是否可微? 若可微, 求出 f 在原点 (0, 0) 处的微分.

【下一页还有试题……】
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4. 计算广义积分 I =

∫ +∞

0

e−x − e−2x

x
sinxdx.

三、证明题 (合计 15 分, 共 2 题) [请写出详细的证明过程]

1. (8 分)证明函数 f(x, y) = x2e−x2−y2

在全平面 R2 上存在最大值, 即存在点 (x0, y0) ∈ R2, 使得
f(x, y) ≤ f(x0, y0), ∀(x, y) ∈ R2. 进而求出 f(x, y) 的一切最大值点.

2. (7 分)设函数 f : R2 → R 二阶连续可微, 且其 Hesse 矩阵处处正定 (即实对称矩阵 Hf (x, y) =(
f ′′
xx(x, y) f ′′

xy(x, y)

f ′′
yx(x, y) f ′′

yy(x, y)

)
正定, ∀(x, y) ∈ R2). 证明: 函数 f(x, y) 至多有一个驻点.

答案与提示

(说明: 本卷参考答案未公开, 以下答案仅供参考, 使用时务必谨慎核验.)

一、填空题 (每空 3 分, 共 15 空)
1. 0 2. x+ y + z = 3 (提示: 对称性.) 3. 2 (提示: 先代入 y 化简.) 4. 0 5. 0 (提示: 放缩法.)

6. e − 2

e 7. −f(y) 8. ln 2 9. xdy − ydx
|y|
√
y2 − x2

10. dx + dy 11.

2(x− 1) + 2(y − 1)− (z − 2) = 0

(x− 1) + (y − 1)− (z − 2) = 0

12. x+ 2y + 3z = 6 13. 4 14. yz

z2 − xy
15. 1− 1

2
(x2 + 2xy + y2) + o(x2 + y2)

二、计算题 (每题 10 分, 共 4 题)
1. 有界闭域上的连续函数必有最值. 在圆盘内部, 最值点必为极值点, 解得函数有唯一驻点 (0, 0). 在单位圆边界上,

构造 Lagrange 函数 L := x2 − xy+ y2 + λ(x2 + y2 − 1), 求偏导得条件极值点
(
±
√
2

2
,±

√
2

2

)
. 依次检验各极值点,

得最大值 fmax =
3

2
(在 ±

(√
2

2
,−

√
2

2

)
处取) 和最小值 fmin = 0 (在 (0, 0) 处取).

2. 由被积函数连续知常义含参积分 F (y) 连续. 由定义: lim
h→0+

F (y + h)− f(y)

h
= lim

h→0+

1

h

∫ 1

0

f(x)
(
|x− (y + h)| −

|x− y|
)
dx = lim

h→0+

[∫ y

0

f(x)dx−
∫ 1

y+h

f(x)dx+
1

h

∫ y+h

y

f(x)(2y + h− 2x)dx
]

∃ξ∈[y,y+h]
=========

[∫ y

0

−
∫ 1

y

]
f(x)dx+

lim
h→0+

f(ξ)(2y− 2ξ+h) =

[∫ y

0

−
∫ 1

y

]
f(x)dx, 故函数左可导. 同理知函数右可导, 且双侧导数相等, 因此 F (y) 可导

且 F ′(y) =

[∫ y

0

−
∫ 1

y

]
f(x)dx. 由变限积分性质, F ′(y) 显然可导, 且 F ′′(y) = 2f(y) (从而 F (y) ∈ C(2)(0, 1)).

3. |f(x, y)| ∼ x2

x2 + y2
|y| ≤ |y| → 0, (x, y) → (0, 0), 故 f(x, y) 在 (0, 0) 点连续. 两偏导数显然存在且均为 0, 而

(f(∆x,∆y)− f(0, 0))− (0 ·∆x+ 0 ·∆y)√
(∆x)2 + (∆y)2

=
sin[(∆x)2∆y]

[(∆x)2 + (∆y)2]
3
2

在 (x, y) → (0, 0) 时极限不存在, 故不可微.

4. 引入参变量 t, 记 I(t) :=

∫ +∞

0

e−x − e−tx

x
sinxdx, 则 y =

e−x − e−tx

x
sinx ∈ C(R2

+),
∂y

∂t
= e−tx sinx ∈ C(R2

+),

且广义积分

∫ +∞

0

∂y

∂t
dx 关于 t ∈ [1,+∞) 一致收敛 (Weierstrass 判别法), 故可求导得 dI

dt =

∫ +∞

0

sinxe−txdx =

−e−tx(cosx+ t sinx)
t2 + 1

∣∣∣∣+∞

0

=
1

t2 + 1
, 从而 I(2) = I(1) +

∫ 2

1

dt
t2 + 1

= arctan 2− π

4
即为所求.

三、证明题 (合计 15 分, 共 2 题)

1. 考察辅助函数 φ(t) := t2e−t2 , 由于 φ′(t) = −2e−x2

x(1 − x2), 容易验证函数有最大值 φ(±1) =
1

e . 现注意到

f(x, y) ≤ (x2 + y2)e−x2−y2

≤ 1

e , 等号当且仅当 (x, y) = (±1, 0) 时取到. 因此, 函数在全平面上存在最大值 1

e , 并且

一切最大值点为 (±1, 0).

2. 假设函数有两个相异驻点 (x1, y1) 与 (x2, y2), 则在两驻点处作 Taylor 展开 (带 Lagrange 余项), 得 f(x, y) =

f(x1, y1)+Hf (x1+θ1∆x, y1+θ1∆y)(∆x,∆y)
⊤ = f(x2, y2)+Hf (x2+θ2∆x, y2+θ2∆y)(∆x,∆y)

⊤, θ1, θ2 ∈ (0, 1).

由 Hesse 矩阵的正定性, f(x1, y1) > f(x2, y2) > f(x1, y1), 矛盾. 故假设不成立, 命题得证.
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清华大学 2018 级微积分 A(2) 期中考试试题
2019.4.20

一、填空题 (每空 3 分, 共 15 空) [请将答案直接填写在横线上]

1. lim
(x,y)→(0,0)

(
1 + x2 + y2

) x2+2

x2+y2 = .

2. 设 z = yx, 则 ∂2z

∂x∂y
(1, e) = .

3. 已知 f(x, y)在点 (2, 1)处的微分 df = 2dx+dy,则 lim
t→0

f(2 + 2t, 1 + t)− f(2, 1)

t
= .

4. 设函数 f 可导且 f ′(0) = 1,则函数 z(x, y) = xy+f
(y
x

)
在点 (1, 0)处的微分 dz = .

5. 设函数 f(u, v) ∈ C(1), 函数 w(x, y, z) = f(x− y, x− z), 则 gradw = .

6. 已知函数 f(x, y) = x2 − xy + y2 在点 (1, 1) 处沿单位向量 ℓ 的方向导数
∂f

∂ℓ
(1, 1) = 0, 则单位

向量 ℓ = .

7. 设从 (u0, v0) = (2, 1) 的邻域到 (x0, y0) = (3, 4) 的邻域中, 向量值函数

x = u+ v

y = u2v2
有可微的逆

向量值函数

u = u(x, y)

v = v(x, y)
, 则 ∂u

∂x
(3, 4) = .

8. 函数 1

x+ y
在点 (0, 1) 处带 Peano 余项的二阶 Taylor 展开式为 .

9. 曲线


x = et

y = 2 sin t+ cos t

z = 1 + e3t
在 t = 0 所对应点处的切线方程为 .

10. 曲面 2x2 + 3y2 + z2 = 9 和曲面 3x2 + y2 − z2 = 0 的交线在点 (1,−1, 2) 处的法平面方程

为 .

11. 曲面 ez + xy − z = 3 在点 (2, 1, 0) 处的法线方程为 .

12. 已知 z = z(x, y) 是由方程 x2 + 2y2 + 3z2 − 2xy− z − 7 = 0 确定的隐函数, 则 z(x, y) 的驻点为

(x0, y0) = .

13. 设 I(y) =

∫ y2

y

ex2ydx, 则 I ′(1) = .

14. lim
y→+∞

∫ +∞

1

e−xy

1 + x2
dx = .

15. 已知所有二阶实方阵 X =

(
x11 x12

x21 x22

)
构成一个 4维线性空间 V . 定义向量值函数 f : V → V ,

f(X) = X2, 则 f(X) 在 X0 =

(
1 0

0 0

)
处的全微分为 .

【下一页还有试题……】



清华大学 2018 级微积分 A(2) 期中考试试题 51

二、计算题 (每题 10 分, 共 4 题) [请写出详细的计算过程和必要的依据]

1. 设 f(x, y) =


xy3

x2 + y2
(x, y) ̸= (0, 0)

0 (x, y) = (0, 0)

, 回答以下问题:

(1) 函数 f(x, y) 在原点处是否连续? 说明理由.
(2) 函数 f(x, y) 在原点处沿任意给定的方向 u = (a, b) (a2 + b2 = 1) 的方向导数是否存在? 若
存在, 求出这个方向导数; 若不存在, 说明理由.
(3) 函数 f(x, y) 在原点处是否可微? 若可微, 求出这个微分; 若不可微, 说明理由.

2. 已知方程 2z − ez + 1 +

∫ x2

y

sin(t2)dt = 0 在 (x0, y0, z0) = (1, 1, 0) 的某个邻域中确定了一个隐

函数 z = z(x, y), 求 ∂2z

∂x∂y
(1, 1).

3. 设实数 a ≥ 0, 求
∫ +∞

0

1− e−ax

xex dx.

4. 设 f(x, y) = x3 + y3 − 3xy.
(1) 求 f 在平面 R2 上的所有极值; (2) 求 f 在曲线 x2 − xy+ y2 = 1 上的最大值和最小值.

三、证明题 (合计 15 分, 共 2 题) [请写出详细的证明过程]

1. (8 分)设 f : R → R 连续, 且满足 f(0) ̸= −1,
∫ 1

0

f(x)dx = 0.

(1) 求证: 存在 t0 = 1 的邻域 U , x0 = 0 的邻域 V 以及 C(1) 类函数 g : U → V , 使得对任意

(t, x) ∈ U × V , 都有
∫ t

x

f(u)du = x 当且仅当 x = g(t).

(2) 求 g′(1).

2. (7分)设 α > 0, f ∈ C[0, 1]且 f(x) > 0. 根据参数 α的不同取值,研究函数 g(y) =

∫ 1

0

yαf(x)

x2 + y2
dx

(y ∈ [0,+∞)) 的连续性, 并证明这一结论.

答案与提示

(说明: 本卷参考答案未公开, 以下答案仅供参考, 使用时务必谨慎核验.)

一、填空题 (每空 3 分, 共 15 空)

1. e2 2. 2 3. 5 (提示: 方向导数定义.) 4. 2dy 5. (f ′
1 + f ′

2,−f ′
1,−f ′

2) 6. ±
(√

2

2
,−

√
2

2

)
7. 2 8. 1

x+ y
= 1− [(x−1)+y]+ [(x−1)+y]2+o

(
(x−1)2+y2

)
(展开亦可) 9. x− 1

1
=
y − 1

2
=
z − 2

3

10. 8(x − 1) + 10(y + 1) + 7(z − 2) = 0 11. x− 2

1
=

y − 1

2
=

z − 0

0

此式理解为
2(x− 2) = y − 1

z = 0


12. (0, 0) 13. e 14. 0 15. df

∣∣∣∣
X0

=

(
2dx11 dx12
dx21 0

)
(提示: 其他合理写法均可.).

二、计算题 (每题 10 分, 共 4 题)

1. (1) |f(x, y)| =
y2

x2 + y2
|xy| ≤ |xy| → 0, (x, y) → (0, 0), 故 f(x, y) 在原点处连续. (2) 由方向导数定义得

∂f

∂u
(0, 0) = lim

t→0+

f(ta, tb)− f(0, 0)

t
√
a2 + b2

= 0,故沿任意方向的方向导数存在且为 0. (3)易求得 ∂f

∂x
(0, 0) =

∂f

∂y
(0, 0) = 0,

而

∣∣∣∣∣f(∆x,∆y)− f(0, 0)− 0√
(∆x)2 + (∆y)2

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣ ∆x(∆y)3

[(∆x)2 + (∆y)2]
3
2

∣∣∣∣∣ ≤ |∆x| → 0, (∆x,∆y) → (0, 0), 故在原点处可微且 df = 0.
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2. ∂z

∂x
(1, 1) = −2 sin 1, ∂z

∂y
(1, 1) = sin 1, 故 ∂2z

∂x∂y
(1, 1) =

ez · ∂z
∂x

· ∂z
∂y

2− ez

∣∣∣∣
(1,1)

= −2 sin2 1.

3. 记 f(a, x) :=
1− e−ax

xex ∈ C[0,+∞), 则 ∂f

∂a
= e−(a+1)x ∈ C[0,+∞), 且

∫ +∞

0

∂f

∂a
dx 关于 a ∈ [0,+∞) 一致收敛

(注意到 ∂f

∂a
≤ e−x). 这里由 lim

x→0+
f(a, x) = a知 0不是瑕点. 因此, I ′(a) =

∫ +∞

0

∂f

∂a
dx = −e−(a+1)x

a+ 1

∣∣∣∣+∞

0

=
1

a+ 1
.

而 I(0) = 0, 故 I(a) =

∫ a

0

I ′(t)dt = ln(a+ 1).

4. (1)由方程 ∇f = (3x2−3y, 3y2−3x) = 0解得驻点 (x, y) = (0, 0), (1, 1),其 Hesse矩阵 Hf (x, y) =

(
6x −3

−3 6y

)
.

由 Hf (1, 1) =

(
6 −3

−3 6

)
正定知 f 在 (1, 1) 处有极小值 −1. 而 Hf (0, 0) =

(
0 −3

−3 0

)
半负定, 且 f(ε, ε) =

ε2(2ε − 3) < 0, f(ε,−ε2) = ε3(4 − ε3) > 0,∀ε ∈ (0, 1), 故在 (0, 0) 点的任意邻域内 f 既取正值又取负值, 从而不
是极值点. 综上, f 有唯一极小值 −1 (在 (1, 1) 处取到). (2) 注意到在此曲线上, f(x, y) = x + y − 3xy, 故可构造

Lagrange 函数 L := x + y − 3xy + λ(x2 − xy + y2 − 1), 由 ∇L = 0 解得 (x, y) = (±1,±1),

(
1±

√
5

4
,
1∓

√
5

4

)
.

依次检验知条件极大值为 f

(
1±

√
5

4
,
1∓

√
5

4

)
=

5

4
, 条件极小值为 f(−1,−1) = −5.

三、证明题 (合计 15 分, 共 2 题)

1. (1) 即要证明方程 F (x, t) :=

∫ t

x

f(u)du − x = 0 在 (t0, x0) 附近确定了隐函数 x = g(t). 仅需注意到 ∂F

∂x
=

−f(x) − 1 ̸= 0 及 F (0, 1) = 0, 则由隐函数定理立得. (2) 对方程两端求导得 f(t) − f(x) · dx
dt − dx

dt = 0, 因此

g′(1) =
dx
dt

∣∣∣∣
t=1

=
f(1)

1 + f(0)
.

2. 在一切 y0 > 0 处, g(y) 为常义积分, 其被积函数为 y0 邻域内连续函数的复合, 故对一切 α 仍为连续函数. 现

在考察 y = 0 处的情形. 易见 g(0) = 0, 且由连续性知 f(x) 在 [0, 1] 上有最小值 m 和最大值 M (0 < m ≤ M).

因此 myα
∫ 1

0

dx
x2 + y2

≤ g(y) ≤ Myα
∫ 1

0

dx
x2 + y2

, 其中
∫ 1

0

dx
x2 + y2

=
1

y
arctan 1

y
, 故 myα−1 arctan 1

y
≤ g(y) ≤

Myα−1 arctan 1

y
. 对上式两端取极限 y → 0+, 即得: (i) α > 1 时, g(y) → 0, 故在 y = 0 处连续; (ii) α = 1 时,

lim
y→0+

g(y) ≥ πm

2
> 0, 故在 y = 0 处间断; (iii) α < 1 时, g(y) → +∞, 同样在 y = 0 处间断. 综上所述, g(y) 在

y ∈ (0,+∞) 上总是连续, 而在 y = 0 处

连续 α ∈ (1,+∞)

间断 α ∈ (0, 1]
.
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清华大学 2005 级多元微积分期末考试试题
2006.6.15

一、填空题 (每空 3 分, 共 15 空) [请将答案直接填写在横线上]

1. 将三重积分
∫∫∫

Ω

f(x2 + y2 + z2)dV (其中 Ω = {(x, y, z) | x2 + y2 + z2 ≤ 4}) 化为球坐标下的

累次积分: .

2. 将三重积分
∫∫∫

Ω

f(x, y, z)dxdydz (其中 Ω =
{
(x, y, z)

∣∣∣x2 + y2 ≤ 1, 0 ≤ z ≤
√
x2 + y2

}
)化为

柱坐标下的累次积分: .

3. 设 L是由点 A(1, 0)到点 B(0, 1)的有向线段, 则
∫
L

(x+y)dℓ = ,
∫ (B)

L(A)

(2x−y)dx+

(x− 2y)dy = .

4. 设 S 为单位球面 (取外侧为正), 则
∫∫

S+

z2dx ∧ dy = ,
∫∫

S

z2dS = .

5. 向量场 A(x, y, z) = (2x+ y + z)i+ (x+ 2y + z)j + (x+ y + 2z)k 的旋度 rotA = .
6. 向量场A(x, y, z) = yz(2x+y+z)i+zx(x+2y+z)j+xy(x+y+2z)k的散度 divA = .

7. 设 S+ 为上半球面 x2 + y2 + z2 = a2(z ≥ 0) 的上侧, 则
∫∫

S+

xdy ∧ dz + ydz ∧ dx + zdx ∧
dy = .

8. 当常数 α = 时, 积分
∫ B

A

(x4 + αxy3)dx + (6x2y2 − 5y4)dy 与路径无关, 此时上述

被积式 (x4 + αxy3)dx+ (6x2y2 − 5y4)dy 的原函数为 .

9. 设 L 为闭曲线 |x|+ |y| = 2 (取逆时针为正向), 则曲线积分
∮
L+

axdy − bydx
|x|+ |y|

= .

10. 微分方程 y′′ + y′ = 1 的通解为 y(x) = .

11. 设 S 是三个坐标面与平面 x+ y + z = 1 围成四面体的外表面, 则
∫∫

S+

xdy ∧ dz + ydz ∧ dx+

zdx ∧ dy = .
12. 设二阶非齐次线性常微分方程有解 3 及 3 + x2, 其对应的齐次线性常微分方程有解 ex, 则此非
齐次线性常微分方程的通解为 .

二、计算题 (每题 10 分, 共 4 题) [请写出详细的计算过程和必要的依据]

1. 计算 I =

∫∫
S+

(x+ z)dy ∧ dz + 3zdx ∧ dy, 其中 S+ 为 z = x2 + y2 在 0 ≤ z ≤ 1 部分的外侧.

2. 设 L 是平面 x + y + z = 0 与球面 x2 + y2 + z2 = 1 的交线, 从 z 轴正向看去正向为逆时针方

向. 求第二类曲线积分
∮
L+

(y + 1)dx+ (z + 2)dy + (x+ 3)dz
x2 + y2 + z2

.

3. 求二阶连续可微函数 f(x), 使 f ′(0) = 0 且 [f(x) + y(x− f(x))] + f ′(x)dy 为全微分, 并使该微
分式由 A(0, 0) 到 B

(π
2
, π
)
沿逐段光滑曲线 L 的积分值为

π

8
.

4. 求常系数线性齐次常微分方程组 dy
dx = Ay 的通解, 其中 A =

(
3 5

−5 3

)
.

三、证明题 (合计 15 分, 共 2 题) [请写出详细的证明过程]

1. (7分)设齐次线性常微分方程组
(
y′1(x)

y′2(x)

)
=

(
a11(x) a12(x)

a21(x) a22(x)

)(
y1(x)

y2(x)

)
的系数 aij(x) ∈ C(a, b),

【下一页还有试题……】
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(
y1(x)

y2(x)

)
,
(
z1(x)

z2(x)

)
是方程组的两个线性无关解. 证明: Wronsky行列式W (x) =

∣∣∣∣∣y1(x) z1(x)

y2(x) z2(x)

∣∣∣∣∣
满足 W (x) =W (x0) exp

[∫ x

x0

(a11(t) + a22(t))dt
]
, ∀x ∈ (a, b), 其中 x0 ∈ (a, b) 为常数.

2. (8 分)设 B = {(x, y) | x2 + y2 ≤ R2}, u ∈ C(2)(B) 是调和函数 (即 ∆u :=
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
= 0). 记

Lρ : x2 + y2 = ρ2 是半径为 ρ (ρ < R) 的圆周. 求证:
(1)

∮
Lρ

∂u

∂n
dℓ = 0;

(2) 定义 f(ρ) =
1

2πρ

∮
Lρ

u(x, y)dℓ, 则 f(ρ) ≡ u(0, 0), ∀0 < ρ < R. (提示: 证明 f ′(ρ) ≡ 0.)

答案与提示

(说明: 本卷参考答案未公开, 以下答案仅供参考, 使用时务必谨慎核验.)

一、填空题 (每空 3 分, 共 15 空)

1.
∫ 2π

0

dφ
∫ 4

0

dρ
∫ π

0

f(ρ2)ρ2 sin θdθ 2.
∫ 2π

0

dφ
∫ 1

0

ρdρ
∫ ρ

0

f(ρ cosφ, ρ sinφ, z)dz 3.
√
2; −1 4. 0;

4π

3
(提示: 利用对称性.) 5. (0, 0, 0) 6. 2(xy + yz + zx) 7. 2πa3 8. 4; x

5

5
+ 2x2y3 − y5 + C

9. 0 10. C1e−x + C2 + x 11. 1

2
(提示: Gauss 公式.) 12. y = C1ex + C2x

2 + 3

二、计算题 (每题 10 分, 共 4 题)
1. 曲面在 xOy 平面上的投影区域为 Dxy :=

{
(x, y)

∣∣x2 + y2 ≤ 1
}

, 且 (A,B,C) = (2x, 2y,−1). 故所求积分可化

为 I =

∫∫
Dxy

[A(x + z) + 3Cz]dxdy =

∫∫
Dxy

[
− x2 − 3y2 + 2x(x2 + y2)

]
dxdy. 进而由对称性,

∫∫
Dxy

x2dxdy =∫∫
Dxy

y2dxdy, 故 I
对称性
======

∫∫
Dxy

−2(x2 + y2)dxdy 极坐标
====== −2

∫∫
Dρφ

ρ3dρdφ = −2 · π
2
= −π.

2. 取 S+ 为平面 x+ y + z = 1 被 L 所截区域 (取上侧为正向), 则 L+ = ∂S+. 因此有 I
Stokes
======

∫∫
S+

rot(y + 1,

z + 2, x+ 3) · dS =

∫∫
S

(−1,−1,−1) · (1, 1, 1)√
3

dS = −
√
3 · σ(S) = −

√
3π (S 为单位球大圆及其内部).

3. 由题意, 0 =
∂Y

∂x
− ∂X

∂y
= f ′′(x)− x+ f(x), 即 f ′′(x) + f(x) = x, 解得通解 f(x) = C1 cosx+ C2 sinx+ x. 又

π

8
=

∫ B

L(A)

Xdx + Y dy =

[
1

2
x2 + (1− y)(C1 sinx− C2 cosx)

](π
2
,π)

(0,0)

= C1(1 − π) +
π2

8
⇒ C1 =

π

8
, 0 = f ′(0) =

C2 + 1 ⇒ C2 = −1, 故所求函数为 f(x) =
π

8
cosx− sinx+ x.

4. 设 y = (u, v)⊤, 则由 v′ = −5u+3v 得 u =
3

5
v− 1

5
v′, u′ =

3

5
v′ − 1

5
v′′, 代入 u′ = 3u+5v 得 v′′ − 6v′ +34v = 0,

解得 v = e3x(C1 cos 5x+ C2 sin 5x), 进而 y =

(
u

v

)
= e3x

(
C1 sin 5x− C2 cos 5x
C1 cos 5x+ C2 sin 5x

)
.

三、证明题 (合计 15 分, 共 2 题)

1. (lnW )′ =
W ′

W
=

1

W
(y′1z2+y1z

′
2−y′2z1−y2z′1) =

1

W

[
(a11y1+a12y2)z2+y1(a21z1+a22z2)−(a21y1+a22y2)z1−

y2(a11z1 + a12z2)
]
=

(y1z2 − y2z1)(a11 + a22)

W
= a11 + a22, 故 ln W (x)

W (x0)
=

∫ x

x0

[a11(t) + a22(t)]dt, 即得命题.

2. (1)
∮
Lρ

∂u

∂n
dℓ =

∮
Lρ

∇u ·ndℓ Green
======

∫∫
Bρ

(
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2

)
dxdy = 0,其中 Bρ 是 Lρ 所围的闭圆盘 x2+y2 ≤ ρ2.

(2) 作极坐标代换

x = ρ cosφ

y = ρ sinφ
, 则弧长微分为 dℓ = ρdφ, 因此 f(ρ) =

1

2π

∫ 2π

0

udφ. 由 u ∈ C(2)(B) 知 f ′(ρ) =

1

2π

∫ 2π

0

∂u

∂ρ
dφ =

1

2πρ

∮
Lρ

∂u

∂ρ
dℓ, 其中 ∂u

∂ρ
=
∂u

∂x
cosφ +

∂u

∂y
sinφ =

∂f

∂n
(这里 n 是小弧段的单位外法向量), 因此

f ′(ρ) = 0, 即 f(ρ) 在 [0, R] 上恒为常数. 又 lim
ρ→0+

f(ρ)
∃(ξ,η)∈Lρ
======== lim

ρ→0+

2πρ · u(ξ, η)
2πρ

= u(0, 0), 故命题得证.
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清华大学 2006 级多元微积分期末考试试题
2007.6.28

一、填空题 (每空 3 分, 共 15 空) [请将答案直接填写在横线上]

1. 设 F (x) =

∫ x

0

ln(1 + xy)

y
dy, 则 F ′(x) = .

2. 设函数 f(x, y) 在 R2 上连续, 交换累次积分的顺序
∫ 2

−1

dy
∫ y+2

y2

f(x, y)dx = .

3. 设函数 f(x, y) 在 R2 上连续, 将直角坐标系下的累次积分化为极坐标系下的累次积分:∫ R
2

0

dx
∫ √

3x

0

f(x, y)dy +
∫ R

R
2

dx
∫ √

R2−x2

0

f(x, y)dy = .

4. 锥面 z =
√
x2 + y2 被柱面 (x− 2007)2 + (y + 2008)2 = 4 所截的面积等于 .

5.
∮
L+

xdy − ydx
x2 + y2

= , 其中 L+ :
x2

a2
+
y2

b2
= 1, 逆时针为正.

6. 已知 S 为球面 x2 + y2 + z2 = a2, 则
∫∫

S

x2dS = .

7. 设 L 为曲线 x2 + y2 = 2x(y ≥ 0), 则
∫
L

√
2− xdℓ = .

8. 设 S 为球面 x2 + y2 + z2 = 4(取外侧为正) 的一部分, 且 S 不与坐标平面相交, 则 S 上的点

(x, y, z)处的单位外法向量为 ; 如果 S 的面积等于 A, 则
∫∫

S+

dy ∧ dz
x

+
dz ∧ dx

y
+

dx ∧ dy
z

= .

9. 如果平面向量场 x

y
(x2+y2)λi− x2

y2
(x2+y2)λj 为半平面 y > 0内的保守场,则 λ = .

10. 设 A(x, y, z) = xyi+ eyzj + sin(zx)k, 则 divA(x, y, z) = .

11. 设常微分方程 y′′ + (cosx)y′ + (sinx)y = sin 2x 有三个线性无关解 y1(x), y2(x), y3(x), 则常微分
方程 y′′ + (cosx)y′ + (sinx)y = 0 的通解是 .

12. 一阶常微分方程组


dx
dt = x+ 2y

dy
dt = −x+ 4y

的通解为 .

13. 全微分方程 (x+ 2y)dx+ (2x− y)dy = 0 的通解为 .

14. 设 Ω 是由锥面 z =
√
x2 + y2 与平面 z = h 所围的闭区域 (其中 h > 0), 则三重积分∫∫∫

Ω

zdxdydz = .

二、计算题 (每题 10 分, 共 4 题) [请写出详细的计算过程和必要的依据]

1. 计算二重积分
∫∫

D

|x− y2|dxdy, 其中 D = {(x, y) | 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1}.

2. 已知
∫ +∞

0

lnxdx
1 + x2

= 0, 求
∫ +∞

0

ln(x2 + a2)

1 + x2
dx 的值 (a ∈ [0, 1)). (不要求讨论广义含参积分的

一致收敛性.)

【下一页还有试题……】
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3. 计算第二类曲面积分
∫∫

S+

(2y+ z)dz ∧ dx+ zdx∧ dy, 其中 S+ 为曲面 z = x2 + y2(0 ≤ z ≤ 1),

其正法向量与 z 轴正向成锐角.

4. 设二阶连续可微函数 f(x) 满足 f(1) = −2, f ′(1) = 1. 若对于右半平面 {(x, y) | x > 0} 内任意
简单光滑闭曲线 L, 恒有

∮
L

2yf(x)dx+ x2f ′(x)dy = 0, 求 f(x).

三、证明题 (合计 15 分, 共 2 题) [请写出详细的证明过程]

1. (8 分)考虑二阶线性方程 d2x

dt2 +8
dx
dt +7x = f(t), 其中 f(t) ∈ C(−∞,+∞) 满足 lim

t→+∞
f(t) = 0.

(1) 求该方程的通解 (提示: 可以使用常数变易法);
(2) 证明: 该方程的每个解 x(t) 满足 lim

t→+∞
x(t) = 0.

2. (7 分)设函数 f(x, y) ∈ C(2)(R2) 满足: f ′′
xx(x, y) + f ′′

yy(x, y) = e−(x2+y2), ∀(x, y) ∈ R2. 证明:

(1)
∮
Γr

∂f

∂n
dℓ = π

(
1− e−r2

)
, 其中 Γr 为圆周 x2 + y2 = r2 (取逆时针为正向), 向量 n 为 Γr 的

外法向量, 且 r > 0;
(2)

∫∫
x2+y2≤1

[xf ′
x(x, y) + yf ′

y(x, y)]dxdy =
π

2e .

答案与提示

(说明: 本卷参考答案未公开, 以下答案仅供参考, 使用时务必谨慎核验.)

一、填空题 (每空 3 分, 共 15 空)

1. 2 ln(1 + x2)

x
2.

∫ 1

0

dx
∫ √

x

−
√
x

f(x, y)dy +

∫ 4

1

dx
∫ √

x

x−2

f(x, y)dy 3.
∫ R

0

ρdρ
∫ π

3

0

f(ρ cosφ, ρ sinφ)dφ

4. 4
√
2π 5. 2π (提示: Green 公式.) 6. 4

3
πa4 7. 2

√
2 8. (x, y, z)

2
; 48π (提示: Gauss 公式.)

9. −1

2
10. y + zeyz + x cos(zx) 11. y = C1(y2 − y1) + C2(y3 − y1) 12. ?

x = 2C1e2x + C2e3x

y = C1e2x + C2e3x

13. x2 + 4xy − y2 = C 14. π

4
二、计算题 (每题 10 分, 共 4 题)
1. 设 D1 :=

{
(x, y) ∈ D | x ≤ y2

}
, D2 = D \ D1, 则积分化为

∫∫
D1

(y2 − x)dxdy +

∫∫
D2

(x − y2)dxdy =∫ 1

0

dx
∫ 1

√
x

(y2 − x)dy +
∫ 1

0

dx
∫ √

x

0

(x− y2)dy =
1

3

∫ 1

0

(
1− 3x+ 4x

3
2

)
dx =

11

30
.

2. 置参变量 t, 记 I(t) :=

∫ +∞

0

ln(x2 + t2)

1 + x2
dx. 由于 y =

ln(x2 + t2)

1 + x2
∈ C(R2

+),
∂y

∂t
=

2t

(1 + x2)(t2 + x2)
∈ C(R2

+),

且广义积分

∫ +∞

0

∂y

∂t
dx 关于 t ∈ [0,+∞) 一致收敛 (可用Weierstrass 判别法), 故 I ′(t) =

2t

t2 − 1

∫ +∞

0

(
1

1 + x2
−

1

t2 + x2

)
dx =

2t

t2 − 1

[
arctanx− 1

t
arctan x

t

]+∞

0

=
2t

t2 − 1
· π(t− 1)

2t
=

π

t+ 1
. 而 I(0) = 2

∫ +∞

0

lnxdx
1 + x2

= 0, 故

所求含参广义积分为 I(a) = I(0) +

∫ a

0

I ′(t)dt = π ln(a+ 1).

3. 曲面在 xOy 平面上的投影区域为 Dxy :=
{
(x, y)

∣∣x2 + y2 ≤ 1
}

, 且 (A,B,C) = (−2x,−2y, 1). 故所求积分可

化为 I =

∫∫
Dxy

[B(2y + z) + Cz]dxdy =

∫∫
Dxy

[
x2 − 3y2 − 2y(x2 + y2)

]
dxdy. 进而由对称性,

∫∫
Dxy

x2dxdy =∫∫
Dxy

y2dxdy, 故 I
对称性
======

∫∫
Dxy

−(x2 + y2)dxdy 极坐标
====== −

∫∫
Dρφ

ρ3dρdφ = −π
2

.

4. 由题意, 记 u := f(x), 则 ∂Y

∂x
=

∂X

∂y
⇒ x2u′′ + 2xu′ − 2u = 0. 这是 Euler 方程, 作代换 t := lnx, 则有

xu′(x) = u′(t), x2u′′(x) = u′′(t) − u′(t). 因此 u′′(t) + u′(t) − 2u = 0, 解得通解 u = C1et + C2e−2t = C1x +
C2

x2
.

代入定解条件, 解得 C1 = C2 = −1, 因此所求函数为 f(x) = −x− 1

x2
.
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三、证明题 (合计 15 分, 共 2 题)

1. (1) 此方程对应的齐次线性方程有通解 x(t) = C1e−t + C2e−7t, 取 x1(t) = e−t, x2(t) = e−7t 为齐次方程的一

组线性无关特解, 可设非齐次方程有形如 X(t) = c1(t)x1(t) + c2(t)x2(t) 的特解, 其中待定函数 c1, c2 满足限制条件

c′1x1 + c′2x2 = 0. 同时, 原微分方程可化为 c′1x
′
1 + c′2x

′
2 = f(t). 联立得一线性方程组, 解得 c′1(t) = −x2(t)f(t)

W (t)
,

c′2(t) =
x1(t)f(t)

W (t)
, 其中 W (t) := W [x1, x2] = x1x

′
2 − x2x

′
1 为 Wronsky 行列式. 代入原形式, 知非齐次方程的特解

可取为 X(t) = x1(t)

∫ t

t0

c′1(u)du+x2(t)
∫ t

t0

c′2(u)du =

∫ t

t0

x2(t)x1(u)− x1(t)x2(u)

x1(u)x′2(u)− x2(u)x′1(u)
f(u)du. 因此, 非齐次方程的通

解为 x(t) = C1e−t + C2e−7t +

∫ t

t0

e−7te−u − e−te−7u

−7e−8u − e−8u
f(u)du = C1e−t + C2e−7t − 1

8

∫ t

t0

(
e7(u−t) − eu−t

)
f(u)du.

(2) 显然, 记 I(t) :=

∫ t

t0

(
e7(u−t) − eu−t

)
f(u)du, 仅需证明 lim

t→+∞
I(t) = 0. 由 lim

u→+∞
f(u) = 0 知 f(u) 在 [t0,+∞)

上有界, 即 ∃M > 0,∀u ∈ [t0,+∞) : |f(u)| < M . 又由定义知: ∀ε > 0,∃T > 0,∀u > T : |f(u)| < ε

2
. 因此 |I(t)| ≤∫ T

t0

(
eu−t − e7(u−t)

)
|f(u)|du+

∫ t

T

(
eu−t − e7(u−t)

)
|f(u)|du < M

[
eu−t − 1

7
e7(u−t)

]T
t0

+
ε

2

[
eu−t − 1

7
e7(u−t)

]t
T

=

e−t ·M
(

eT − et0 − 1

7
e7t0−6t +

1

7
e7T−6t

)
+
ε

2

[
6

7
−
(

eT−t − 1

7
e7(T−t)

)]
< e−t ·MA+

3

7
ε, 其中 A := eT + et0 +

1

7

(
e7t0 + e7T

)
. 显然, ∃T ′ > 0,∀t > T ′ : e−t <

4

7MA
ε. 取 T ∗ = max {T, T ′}, 则 ∀t > T ∗ : |I(t)| < ε. 由此,

lim
t→+∞

I(t) = 0. 命题得证.

2. (1) 记 Dxy :=
{
(x, y)

∣∣x2 + y2 ≤ r2
}
为 Γr 所围的闭圆盘, 则

∮
Γr

∂f

∂n
dℓ =

∮
Γ+
r

∇f ·ndℓ Green
======

∫∫
Dxy

(
∂2f

∂x2
+

∂2f

∂y2

)
dxdy =

∫∫
Dxy

e−(x2+y2)dxdy 极坐标
======

∫∫
Dρφ

e−ρ2ρdρdφ = −1

2

∫ 2π

0

dφ
∫ r

0

e−ρ2d(−ρ2) = π
(
1− e−r2

)
.

(2)对被积函数作极坐标代换

x = ρ cosφ

y = ρ sinφ
,则 ∂f

∂ρ
=
∂f

∂x

∂x

∂ρ
+
∂f

∂y

∂y

∂ρ
=
∂f

∂x
cosφ+∂f

∂y
sinφ. 故 ρ

∂f

∂ρ
= x

∂f

∂x
+y

∂f

∂y
,

从而

∫∫
x2+y2≤1

[
x
∂f

∂x
+ y

∂f

∂y

]
dxdy =

∫ 1

0

ρdρ
∫ 2π

0

∂f

∂ρ
ρdφ. 现考虑内层积分, 对任意固定的极径 ρ, 弧长微分为 dℓ =

√
(x′(φ))2 + (y′(φ))2dφ = ρdφ, 而 ∂f

∂ρ
= ∇f · (cosφ, sinφ) = ∇f ·n =

∂f

∂n
(这里 n 是小弧段处的单位外法向量),

因此

∫ 2π

0

∂f

∂ρ
ρdφ =

∮
Γρ

∂f

∂n
dℓ (1)

==== π
(
1− e−ρ2

)
. 从而原积分化为 π

∫ 1

0

(
1− e−ρ2

)
ρdρ =

π

2
+
π

2

(
1− 1

e

)
=

π

2e .
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清华大学 2008 级多元微积分期末考试试题
2009.6

一、填空题 (每空 3 分, 共 15 空) [请将答案直接填写在横线上]

1.
∫∫∫

x2+y2+z2≤1

[(x− 1)2 + (y + 1)2 − 2z2]dxdydz = .

2. 设曲面 S 为球面 x2 + y2 + z2 = 2 在锥体 z ≥
√
x2 + y2 中的部分, 则第一类曲面积分∫∫

S

zdS
x2 + y2 + z2

= .

3. 设 f(x, y) 为 R2 上的连续函数, 交换累次积分的顺序:
∫ 4

0

dy
∫ 6−y

√
y

f(x, y)dx = .

4. 设 D 为 xOy 平面上以 (0, 0), (0, 1), (1, 1)为顶点的三角形区域,则
∫∫

D

ey2dxdy = .

5. 设 D =
{
(x, y)

∣∣|x|+ |y| ≤ 1
}

, 则
∫∫

D

(x+ |y|)dxdy = .

6. 设函数 f(x, y) 连续, 且 f(x, y) = xy +

∫∫
D

f(u, v)dudv, 其中 D 是由曲线 v = 0, v = u2, u = 1

所围的区域, 则 f(x, y) = .

7. 设 L+ 为曲线 |x|+ |y| = 1 (取逆时针为正向), 则第二类曲线积分
∮
L+

dx+ dy
|x|+ |y|

= .

8. 设 L 是由点 A(−1, 0) 到点 B(0, 1) 的直线段, 则
∫
L

(x+ 3y)dℓ = .

9. 锥面 z =
√
x2 + y2 被柱面 x2 + y2 = 2x 所截的锥面部分的面积为 .

10. 设 S+ 为球面 x2+y2+ z2 = R2 的外侧,
∫∫

S+

x3dy∧dz+y3dz∧dx+ z3dx∧dy = .

11. 全微分方程 (3x2 + 2xy3)dx+ (3x2y2 − 6y5)dy = 0 的通解为 .
12. 二阶线性非齐次常微分方程 y′′ − 2y′ + 2y = 1 的通解为 .

13. 二阶线性齐次常微分方程 t2
d2x

dt2 − 4t
dx
dt + 6x = 0 的通解为 .

14. 设 y1 = 1+2x2, y2 = 1+2x2 + e−x 是某二阶线性非齐次微分方程的两个特解, 且其对应的齐次
方程有一个特解 y3 = x, 则该废弃此微分方程的通解为 .

15. 设空间向量场 F (x, y, z) =

(
x√

x2 + y2 + z2
+ z,

y√
x2 + y2 + z2

+ x,
z√

x2 + y2 + z2
+ y

)
, 则

rotF = .

二、计算题 (每题 10 分, 共 4 题) [请写出详细的计算过程和必要的依据]

1. 设 f(x) 是 R 上的连续可微函数, 向量场 F = (xy2 + x2y − f(x)y, f(x)y + 2x, z) 是无旋的 (即
rotF = 0). 求 f(x) 以及向量场 F 的势函数.

2. 计算 I =

∫∫
S+

xzdy ∧ dz+2zydz ∧ dx+3xydx∧ dy, 其中 S+ 为 z = 1− x2 − y2

4
在 0 ≤ z ≤ 1

的部分 (取上侧为正向).

3. 设 f(x) 是连续函数, 且有 f(x) +

∫ x

0

(x− t)f(t)dt = ex + 2x

∫ 1

0

f(xt)dt, 求 f(x).

4. 计算 I =

∮
L+

ydx+ zdy + xdz
x2 + y2 + z2

, 其中 L+ :

x
2 + y2 + z2 = 1

x+ z = 1
(从 z 轴正向看逆时针为正向).

【下一页还有试题……】
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三、证明题 (合计 15 分, 共 2 题) [请写出详细的证明过程]

1. (8 分)给定积分 I =

∫∫
D

[(
∂f

∂x

)2

+

(
∂f

∂y

)2
]

dxdy, 其中 f(x, y) 在 R2 上连续可微. 设可逆

的连续可微变换

x = x(u, v)

y = y(u, v)
将平面 R2 上的区域 D 映成区域 D∗. 求证: 若变换满足条件

∂x

∂u
=
∂y

∂v
,
∂x

∂v
= −∂y

∂u
, 则 I =

∫∫
D∗

[(
∂f

∂u

)2

+

(
∂f

∂v

)2
]

dudv.

2. (7 分)设在上半平面 D = {(x, y) | y > 0} 内, 函数 f(x, y) 有连续偏导数, 且对任意的 t > 0

都有 f(tx, ty) = t−2f(x, y). 证明: 对上半平面 D 内任意分段光滑的有向简单闭曲线 L, 都有∮
L

yf(x, y)dx− xf(x, y)dy = 0.

答案与提示

(说明: 本卷参考答案未公开, 以下答案仅供参考, 使用时务必谨慎核验.)

一、填空题 (每空 3 分, 共 15 空)

1. 8

3
π 2.

√
2

2
π 3.

∫ 2

0

dx
∫ x2

0

f(x, y)dy +
∫ 6

2

dx
∫ 6−x

0

f(x, y)dy 4. e − 1

2
5. 1 (提示: 对称性.)

6. 1

8
(提示: 函数确定后积分为常数.) 7. 0 8.

√
2 9.

√
2π 10. 4πR5 (提示: Gauss 公式.)

11. x3 + x2y3 − y6 = C 12. C1ex cosx+ C2ex sinx+
1

2
13. y = C1t

2 + C2t
3 (提示: 此为 Euler 方程.)

14. y = C1e−x + C2x+ 1 + 2x2 15. (1, 1, 1)

二、计算题 (每题 10 分, 共 4 题)
1. 计算得 rotF = (0, 0, f ′(x)y+2− 2xy− x2 + f(x)), 故 yf ′(x) + f(x) = 2xy+ x2 − 2,∀(x, y) ∈ R2. 取 y = 0 得

f(x) = x2 − 2, 代入检验知符合题意. 用凑微分法得 F 的势函数为 U(x, y, z) =
1

2
x2y2 − y2 + 2xy +

1

2
z2 + C.

2. 曲面在 xOy 平面上的投影区域为 Dxy :=

{
(x, y)

∣∣∣∣x2 + y2

4
≤ 1

}
, 且 (A,B,C) =

(
2x,

y

2
, 1
)

. 故所求积分可化为∫∫
Dxy

(2x2z+y2z+3xy)dxdy 极坐标
====== 2

∫ 2π

0

dφ
∫ 1

0

[
(2ρ2 cos2 φ+4ρ2 sin2 φ)(1−ρ2)+3ρ2 cosφ sinφ

]
ρdρ 周期性

======

4π

∫ 1

0

3ρ3(1− ρ2)dρ = π. 因此第二类曲面积分的值为 π.

3. 注意到 f(x)
u:=xt
===== ex + 2

∫ x

0

f(u)du−
∫ x

0

(x− t)f(t)dt 可导, 两边求导得 f ′(x) = ex + 2f(x)−
∫ x

0

f(t)dt 仍

可导, 再求导得 f ′′(x)− 2f ′(x)+ f(x) = ex. 此方程对应的齐次方程有通解 y = (C1 +C2x)ex, 可猜得非齐次方程有

特解
1

2
x2ex, 因此 f(x) =

(
1

2
x2 + C2x+ C1

)
ex. 代入原等式得 (C1 − 1)+ (C2 −C1 − 1)x = 0, 故 C1 = 1, C2 = 2,

从而所求函数为 f(x) =

(
1

2
x2 + 2x+ 1

)
ex.

4. 取 S+ 为平面 x+z = 1被 L所截区域 (取上侧为正向),则 L+ = ∂S+. 因此有 I
Stokes
======

∫∫
S+

rot(y, z, x) ·dS =∫∫
S

(−1,−1,−1) · (1, 0, 1)√
2

dS = −2 · σ(S) = −2π (这里平面过原点, 故 S 为单位球的大圆及其内部).

三、证明题 (合计 15 分, 共 2 题)

1. I =

∫∫
D∗

[
(f ′

x)
2+(f ′

y)
2] ∣∣∣∣∂(x, y)∂(u, v)

∣∣∣∣dudv =

∫∫
D∗

[
(f ′

xx
′
u)

2+(f ′
xx

′
v)

2+(f ′
yy

′
u)

2+(f ′
yy

′
v)

2]dudv =

∫∫
D∗

[
(f ′

xx
′
u+

f ′
yy

′
u)

2 + (f ′
xx

′
v + f ′

yy
′
v)

2 − 2f ′
xf

′
y(x

′
uy

′
u + x′vy

′
v)
]
dudv =

∫∫
D∗

[(
∂f

∂u

)2

+

(
∂f

∂v

)2
]

dudv.

2. 条件两端对 t求偏导得 xf ′
1(tx, ty)+yf

′
2(tx, ty) = −2t−3f(x, y), 取 t = 1得 xf ′

1(x, y)+yf
′
2(x, y)+2f(x, y) = 0.

进而有
∂Y

∂x
− ∂X

∂y
= −f(x, y)− xf ′

1(x, y)− f(x, y)− yf ′
2(x, y) = 0, 从而由 Green 公式即证得命题.
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清华大学 2009 级多元微积分期末考试试题
2010.6

一、填空题 (每空 3 分, 共 15 空) [请将答案直接填写在横线上]

1. 设 0 < a < b, 积分
∫ +∞

0

e−ax − e−bx

x
dx = .

2. 设函数 f(x, y) 在 R2 上连续, 交换累次积分的顺序:
∫ 1

0

dy
∫ √

1−y

−
√
1−y

f(x, y)dx = .

3. 设 D = {(x, y) ∈ R2 | x2 + y2 ≤ 2x}, 则
∫∫

D

(y +
√
x2 + y2)dxdy = .

4. 设 Ω 是锥面 z =
√
x2 + y2 和球面 x2 + y2 + z2 = R2 所围成的区域, 则

∫∫∫
Ω

(x2 + y2 + z2)

dxdydz = .

5. 圆柱面 x2 + y2 = 2x 被曲面 z = x2 + y2 及平面 z = 0 所截部分的面积为 .

6. 设 A(1, 0, 0), B(1, 0, 2π) 为曲线 L :


x = cos t

y = sin t

z = t

上两点, 则
∫ (B)

L(A)

ydx+ xdz = .

7. 设第二类曲线积分
∫
L+

(1 + xke2y)dx+ (x2e2y − y2)dy 与路径无关, 则 k = .

8. 微分方程 eydx+ (xey − 2y)dy = 0 的通解为 .

9. 设 S 为球面 x2 + y2 + z2 = a2, 则
∫∫

S

x+ y + z

x2 + y2 + z2
dS = .

10. 设 S 为 R3 中的闭圆域

x
2 + y2 ≤ 1

z = 0
(取下侧为正向),则

∫∫
S+

(x2+y2)dx∧dy = .

11. 曲面 S 是中心在原点且半径为 a 的球面 (取外侧为正向), 则第二类曲面积分
∫∫

S+

xdy ∧ dz +
ydz ∧ dx+ zdx ∧ dy = .

12. 设 A(x, y, z) = xi+ eyj + xyzk, 则 rotA(x, y, z) = .

13. 三阶常系数齐次线性常微分方程有两个解为 xex, e−x, 则该常微分方程的通解为 .

14. 一阶常微分方程组


dx
dt = x+ y

dy
dt = x+ y

的通解为 .

15. 微分方程 x2y′′ + 2xy′ − 2y = 0 的通解为 .

二、计算题 (每题 10 分, 共 4 题) [请写出详细的计算过程和必要的依据]

1. 设 Ω 是由曲面 z = x2 + y2 和 z = 2− x2 − y2 包围的空间区域, 求
∫∫∫

Ω

(x2 + y2)dxdydz.

2. 计算积分
∮
L+

(y−z)dx+(z−x)dy+(x−y)dz,其中 L+ 是柱面 x2+y2 = R2 与平面
x

a
+
z

b
= 1

(a, b > 0) 的交线 (从 z 轴正向向下看正向为逆时针方向).

3. 设 S+ 为椭球面
x2

a2
+
y2

b2
+
z2

c2
= 1 (取内侧为正向), 求

∫∫
S+

(x, y, z) · dS
(x2 + y2 + z2)

3
2

.

4. 设函数 φ(x), ψ(x) 连续可导, 且 φ(0) = −2, ψ(0) = 1. 已知对平面上任意一条分段光滑曲线 L,
积分 I =

∫
L+

2[xφ(y) + ψ(y)]dx+ [x2ψ(y) + 2xy2 − 2xφ(y)]dy 与路径无关, 求函数 φ(x), ψ(x).

【下一页还有试题……】
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三、证明题 (合计 15 分, 共 2 题) [请写出详细的证明过程]

1. (7 分)设 f(x) 在闭区间 [0, 1] 上连续, 证明: 2

∫ 1

0

f(x)dx
∫ 1

x

f(y)dy =

[∫ 1

0

f(x)dx
]2

.

2. (8 分)设 Ω 为 R3 中的有界闭区域, 其边界面 ∂Ω 为光滑闭曲面, 函数 u(x, y, z), v(x, y, z) 在 Ω

上二阶连续可微.
(1) 试证明:

∫∫
∂Ω

v
∂u

∂n
dS =

∫∫∫
Ω

v

(
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
+
∂2u

∂z2

)
dxdydz +

∫∫∫
Ω

(
∂u

∂x

∂v

∂x
+
∂u

∂y

∂v

∂y
+

∂u

∂z

∂v

∂z

)
dxdydz, 其中 n 为 ∂Ω 的外法向量;

(2) 若 u(x, y, z) 为调和函数 (即 ∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
+
∂2u

∂z2
= 0, ∀(x, y, z) ∈ Ω), 且 u(x, y, z)

∣∣
∂Ω

≡ 0 (即

函数 u 在边界面 ∂Ω 上取值恒为 0), 证明: u(x, y, z) = 0, ∀(x, y, z) ∈ Ω.

答案与提示

(说明: 以下为官方提供的参考答案. 受篇幅所限, 计算题和证明题仅给出解答概要或思路.)

一、填空题 (每空 3 分, 共 15 空)

1. ln b

a
2.
∫ 1

−1

dx
∫ 1−x2

0

f(x, y)dy 3. 32

9
(提示: 极坐标代换.) 4. πR5

5
(2−

√
2) (提示: 球坐标代换.)

5. 4π 6. −π 7. 1 8. xey − y2 = C 9. 0 (提示: 对称性.) 10. π

2
11. 4πa3

12. (xz,−yz, 0) 13. y = C1ex + C2xex + C3e−x 14.

x = C1 + C2e2t

y = −C1 + C2e2t
15. y = C1x+

C2

x2

二、计算题 (每题 10 分, 共 4 题)

1.
∫∫∫

Ω

(x2 + y2)dxdydz =

∫∫
x2+y2≤1

(x2 + y2)dxdy
∫ 2−x2−y2

x2+y2

dz 极坐标
======

∫ 2π

0

dφ
∫ 1

0

ρ3(1− ρ2)dρ =
π

3
.

2. 设平面被柱面所截部分为 S+ (上侧为正), 则 ∂S+ = L+. 故有
∮
∂S+

(y − z)dx+ (z − x)dy + (x− y)dz Stokes
======∫∫

S+

(−2,−2,−2) · dS =
−2(a+ b)√
a2 + b2

∫∫
S

dS = −2(a+ b)

a
πR2.

3. 易见被积函数的散度为 0,且单位球 B+ : x2+y2+z2 = 1 (内侧为正)完全含于 S+ 内,故
∫∫

S+

(x, y, z) · dS
(x2 + y2 + z2)

3
2

Gauss
======

∫∫
B+

(x, y, z) · dS
(x2 + y2 + z2)

3
2

=

∫∫
B+

(x, y, z) · dS Gauss
====== −3 · 4π

3
= −4π.

4. 由题设知 ∂

∂x
[x2ψ(y)+2xy−2xφ(y)] = 2

∂

∂x
[xφ(y)+ψ(y)], 即 2xψ(y)+2y2−2φ(y) = 2xφ′(y)+2ψ′(y)对一切

(x, y) ∈ R2 均成立. 取 x = 0 得 φ(y) +ψ′(y) = y2, 代入原方程得 ψ(y) = φ′(y) (取 x ̸= 0), 进而得二阶常微分方程
φ′′(y) + φ(y) = y2. 解得 φ(y) = C1 cos y +C2 sin y + y2 − 2, 由初值条件 φ(0) = −2, φ′(0) = 1 得 C1 = 0, C2 = 1.
故所求函数为 φ(x) = sinx+ x2 − 2, ψ(x) = cosx+ 2x.

三、证明题 (合计 15 分, 共 2 题)

1. 由
∫ 1

0

f(x)dx
∫ 1

x

f(y)dy 换序
=====

∫ 1

0

f(y)dy
∫ y

0

f(x)dx =

∫ 1

0

f(x)dx
∫ x

0

f(y)dy 知 2

∫ 1

0

f(x)dx
∫ 1

x

f(y)dy =∫ 1

0

f(x)dx
[∫ 1

x

f(y)dy +
∫ x

0

f(y)dy
]
=

[∫ 1

0

f(x)dx
]2

. 命题得证.

2. (1)
∫∫

∂Ω

v
∂u

∂n
dS =

∫∫
∂Ω+

v gradu · dS Gauss
======

∫∫∫
Ω

div(v gradu)dxdydz, 展开即得右侧表达式. (2) 在 (1)

中取 u = v, 并注意到: (i) 对调和函数 u,
∫∫∫

Ω

v

(
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
+
∂2u

∂z2

)
dxdydz = 0; (ii) 由 u(x, y, z)

∣∣
∂Ω

≡ 0 知∫∫
∂Ω

u
∂u

∂n
dS = 0, 故

∫∫∫
Ω

[(
∂u

∂x

)2

+

(
∂u

∂y

)2

+

(
∂u

∂z

)2
]

dxdydz = 0, 从而
(
∂u

∂x

)2

+

(
∂u

∂y

)2

+

(
∂u

∂z

)2

≡ 0

(由连续性), 故 u 在 Ω 上恒为常数. 再由边界 ∂Ω 上的取值, 即得 u(x, y, z) ≡ 0.
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清华大学 2010 级微积分 A(2) 期末考试试题
2011.6

一、填空题 (每空 3 分, 共 15 空) [请将答案直接填写在横线上]

1. lim
y→0+

∫ 1

0

dx
(1 + xy)

1
y

= .

2. 交换累次积分的顺序:
∫ 1

2

1
4

dy
∫ √

y

1
2

f(x, y)dx+

∫ 1

1
2

dy
∫ √

y

y

f(x, y)dx = .

3. 设平面区域 D 是以原点为圆心的闭单位圆, 则二重积分
∫∫

D

y sin(x4 + y4)dxdy = .

4. 由六个平面 3x−y−z = ±1, x+3y−z = ±1, −x−y+3z = ±1所围的立体体积 V = .

5. 设曲线 L 的参数方程为

x = 1− sin t

y = 1− cos t
(t ∈ [0, 2π]), 则

∮
L

y2dℓ
(x− 1)2 + (y − 1)2

= .

6.
∫
L+

ydx− xdy = , 其中 L+ 为曲线 y = x2 − 1 从 A(0,−1) 到 B(1, 0) 的部分.

7.
∫∫

S

(xy + yz + zx+ 1)dS = , 其中 S 为锥面 z =
√
x2 + y2 被柱面 x2 + y2 = 2 所

截得的有限部分.

8. 柱面 x2 + y2 = 1 介于曲面 z = 1 + x2 与平面 z = 0 之间的面积为 .

9. 曲面 S+ 为圆柱面 {(x, y, z) | x2 + y2 = 1, 0 ≤ z ≤ 2} (取外侧为正向), 则
∫∫

S+

ex+ydx ∧ dy +
(y − z)dy ∧ dz = .

10. 设 V (x, y, z) = (x+ y + z.xy + yz + zx, xyz), 则 divV = .

11. 设 f(x, y, z) = sin(x+ y + z), 则 grad f = , rot(grad f) = .

12. 微分方程组


dx
dt = x+ y

dy
dt = −2x+ 3y

的通解为 .

13. 设 du = y cos(xy)dx+ x cos(xy)dy + sin zdz, 则 u(x, y, z) = .

14. 设 x2e2x 为三阶常系数线性齐次常微分方程的一个解, 则该微分方程的通解为 .

二、计算题 (合计 40 分, 共 4 题) [请写出详细的计算过程和必要的依据]

1. (8 分)设 L 为椭圆
x2

4
+
y2

9
= 1, 其周长为 a. 计算

∮
L

(3x+ 2y + 1)2dℓ.

2. (10 分)求
∫∫

S+

xdy ∧ dz + (z + 1)2dx ∧ dy
(x2 + y2 + z2)

1
2

, 其中 S+ 为下半球面 z = −
√

1− x2 − y2 的下侧.

3. (10 分)求
∫∫∫

Ω

√
x2 + y2 + z2dxdydz, 其中 Ω =

{
(x, y, z)

∣∣∣√x2 + y2 ≤ z ≤
√
1− x2 − y2

}
.

4. (12 分)设 f(x) 二阶可导, f(1) = 0 且 f ′(1) = 0. 已知在右半平面 (x > 0) 内第二类曲线积分

【下一页还有试题……】
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∫ (B)

L(A)

(
9

x2
− 2f(x)

)
ydx− (x2f ′(x) + sin y)dy 与路径无关, 求 f(x).

三、证明题 (合计 15 分, 共 2 题) [请写出详细的证明过程]

1. (7 分)设 f 为连续函数, 证明:
∫ 1

0

dx
∫ x

0

dy
∫ y

0

f(z)dz = 1

2

∫ 1

0

(1− z)2f(z)dz.

2. (8分)设D ⊂ R2为单连通有界闭区域,其边界 ∂D逐段光滑,且取逆时针为正向,并设 n为其边

界外法向量. 设二阶连续可微函数 u(x, y)为 D内的调和函数 (即 ∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
= 0, ∀(x, y) ∈ D).

设 r0 为 D 内任意一点, r 为 r0 到 ∂D 上某点的向量, 并记 r = ∥r∥. 证明:

(1) u(r0) =
1

2π

∫
∂D

(
u

cos ⟨r,n⟩
r

− ln r ∂u
∂n

)
dℓ;

(2) 如果 LR 是以 r0 为圆心、R 为半径的圆, 则 u(r0) =
1

2πR

∮
LR

u(x, y)dℓ.

答案与提示

(说明: 以下为官方提供的参考答案. 受篇幅所限, 计算题和证明题仅给出解答概要或思路.)

一、填空题 (每空 3 分, 共 15 空)

1. 1− 1

e 2.
∫ 1

1
2

dx
∫ x

x2

f(x, y)dy 3. 0 (提示: 对称性.) 4. 1

3
(提示: 坐标变换.) 5. 3π 6. −4

3

7. 2
√
2π (提示: 对称性.) 8. 3π 9. 0 (提示: 用投影法化简, 同时用对称性.) 10. 1 + x+ z + xy

11. cos(x + y + z)(1, 1, 1); 0 12.
(
x

y

)
= C1e2t

(
cos t

cos t− sin t

)
+ C2e2t

(
sin t

cos t+ sin t

)
13. sin(xy) −

cos z + C 14. C1e2x + C2xe2x + C3x
2e2x (提示: 利用特征根重根时的结论.)

二、计算题 (合计 40 分, 共 4 题)
1. 由对称性知

∮
L

xdℓ =
∮
L

ydℓ =
∮
L

xydℓ = 0, 故
∮
L

(3x+ 2y + 1)2dℓ =
∮
L

[(9x2 + 4y2) + 1]dℓ = 37a.

2. 设下半单位球为 Ω,闭圆盘 S+
1 : x2+y2 ≤ 1(z = 0) (上侧为正). 则 S+∪S+

1 = ∂Ω+,故
∫∫

S+

xdy∧dz+(z+1)2

dx ∧ dy =

[∫∫
∂Ω+

−
∫∫

S+
1

]
xdy ∧ dz + (z + 1)2dx ∧ dy Gauss; 投影

==========

∫∫∫
Ω

(3 + 2z)dxdydz −
∫∫

x2+y2≤1

dxdy =
π

2
.

3.
∫∫∫

Ω

√
x2 + y2 + z2dxdydz 球坐标

======

∫ 2π

0

dφ
∫ π

4

0

dθ
∫ 1

0

ρ · ρ2 sin θdρ =
π

2

(
1−

√
2

2

)
.

4. 由题意知 ∂

∂x
[x2f ′(x) + sin y[= ∂

∂y

[
9y

x2
− 2yf(x)

]
, 即得 x2f ′′(x) + 2xf ′(x)− 2f(x) = − 9

x2
, 为一 Euler 方程.

作代换 t := lnx, g(t) := f(x),就得到二阶线性微分方程 g′′+g′−2g = −9e−2t,解得 g(t) = C1et+C2e−2t+3te−2t,
从而 f(x) = C1x+

C2

x2
+

3 lnx
x2

. 由初值条件 f(1) = f ′(1) = 0 得 C1 = −1, C2 = 1, 故 f(x) = −x+
3 lnx+ 1

x2
.

三、证明题 (合计 15 分, 共 2 题)

1. 三重积分换序不宜一步完成. 可先交换内层, 再交换外层:
∫ 1

0

dx
∫ x

0

dy
∫ y

0

f(z)dz =

∫ 1

0

dx
∫ x

0

f(z)dz
∫ x

z

dy =∫ 1

0

dx
∫ x

0

(x− z)f(z)dz =

∫ 1

0

f(z)dz
∫ 1

z

(x− z)dx =
1

2

∫ 1

0

(1− z)2f(z)dz.

2. (1) 不妨设 r0 = (0, 0). 则 I :=
1

2π

∫
∂D

(
u

cos ⟨r,n⟩
r

− ln r ∂u
∂n

)
dℓ = 1

2π

∫
∂D

[
u
(x, y)

r
− ln r

(
∂u

∂x
,
∂u

∂y

)]
·ndℓ.

易证被积函数散度为 0, 记 Dε : x2 + y2 ≤ ε2, 则 I
Gauss
======

1

2π

∫
∂Dε

u
(x, y)

r
·ndℓ− 1

2π

∫
∂Dε

ln r
(
∂u

∂x
,
∂u

∂y

)
·ndℓ =

1

2πr

∫
∂Dε

udℓ − ln ε
2πε

∫
∂Dε

(
∂u

∂x
,
∂u

∂y

)
· ndℓ ∃ξε∈∂Dε; Green

=============
L(∂Dε) · u(ξε)

2πε
− ln ε

2πε

∫∫
Dε

(
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2

)
dxdy =

u(ξε). 取极限 ε→ 0+, 即得 I = u(0), 命题得证. (2) 实际上, 若忽略对曲线积分用中值定理的步骤, 则此式已由 (1)

得证. 注意到 u(r0) =
1

2π

∫
∂D

(
u

cos ⟨r,n⟩
r

− ln r ∂u
∂n

)
dℓ =

∫
∂Dε

udℓ, 仅需将 ε 改记为 R、∂Dε 改记为 LR 即可.
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清华大学 2011 级微积分 A(2) 期末考试试题
2012.6

(本卷后用作期末考试样卷.)

一、填空题 (每空 3 分, 共 15 空) [请将答案直接填写在横线上]

1. 交换累次积分的顺序:
∫ 0

−1

dy
∫ √

1−y2

−
√

1−y2

f(x, y)dx+

∫ 1

0

dy
∫ √

1−y

−
√
1−y

f(x, y)dx = .

2. 设曲线 L 的参数方程为

x = 1− sin t

y = 1−
√
2 cos t

(t ∈ [0, 2π]), 则
∮
L

√
x2 − 2x+ 2dℓ = .

3. 设 S 为单位球面 x2 + y2 + z2 = 1, 则
∫∫

S

(x+ 1)2dS = .

4. 设 V (x, y, z) = (x+ y + z, xy + yz + zx, xyz), 则 divV = .

5. 设 f(x, y, z) = ex+y+z, 则 grad f = , rot(grad f) = .

6. 设函数 f(x) = x2 + x + 2 在区间 [0, 2) 上的 Fourier 展开为 S(x) =
a0
2

+
+∞∑
n=1

[an cos(nπx) +

bn sin(nπx)], 则 S(0) = .

7. 三重积分
∫∫∫

x2+y2+z2≤1

x99y100z101dxdydz = .

8. 级数
+∞∑
n=1

2n

(n+ 1)!
的和为 .

9. 函数 1

1− x
在 x0 = 2 点的 Taylor 级数为 .

10. 已知
∫
L+

xλdy − ydx
x2 + y2

= 0 对上半平面任意光滑闭曲线 L 都成立, 则常数 λ = .

11. 设 S+ 为球面 x2+y2+z2 = 1的外侧,则
∫∫

S+

xdy∧dz+cos ydz∧dx+dx∧dy = .

12. 函数 f(x) =

∫ x

0

sin t
t

dt 在 x0 = 0 点的幂级数展开为 .

13. 设幂级数
+∞∑
n=1

(x− a)n

n
在 x = 3 处收敛, 且当 x < 3 时发散, 则 a = .

14. 设平面区域 D = {(x, y) | 0 ≤ x ≤ 1, x2 ≤ y ≤ 1}, 则 D 的形心横坐标 x = .

二、计算题 (每题 10 分, 共 4 题) [请写出详细的计算过程和必要的依据]

1. 设 S+ 为锥面 z =
√
x2 + y2(0 ≤ z ≤ 1) 的下侧, 求

∫∫
S+

(x+ y)dy ∧ dz + (2y − z)dz ∧ dx.

2. 求两个球体 x2 + y2 + z2 ≤ 1 与 x2 + y2 + (z − 2)2 ≤ 4 相交部分的体积.

3. 设 f(x) = sin2(x2).
(1) 求 f(x) 在 x0 = 0 点的幂级数展开; (2) 求 f (n)(0) (n = 1, 2, 3, · · · ).

4. 设 f(x) =
+∞∑
n=1

ne−nx(x > 0), 求
∫ ln 3

ln 2

f(x)dx.

【下一页还有试题……】
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三、证明题 (合计 15 分, 共 2 题) [请写出详细的证明过程]

1. (8 分) (1) 以 2π 为周期的函数 f(x) 在 [−π, π] 上定义为 f(x) = cosαx (α ̸∈ Z), 将其展成
Fourier 级数. (提示: cosx cos y =

1

2
[cos(x+ y) + cos(x− y)]);

(2) 利用 (1) 证明: cotx =
1

x
+

+∞∑
n=1

2x

x2 − n2π2
(x ̸= kπ, k ∈ Z).

2. (7 分)设函数 P (x, y), Q(x, y) ∈ C(1)(R2). 在以任意点 (x0, y0) 为中心, 任意正数 r 为半径的上

半圆周 Γ 上, 总有
∫
Γ

P (x, y)dx+Q(x, y)dy = 0. 求证: 在 R2 上有 P (x, y) ≡ 0,
∂Q

∂x
(x, y) ≡ 0.

(提示: 用 Green 公式.)

答案与提示

(说明: 以下为官方提供的参考答案. 受篇幅所限, 计算题和证明题仅给出解答概要或思路.)

一、填空题 (每空 3 分, 共 15 空)

1.
∫ 1

−1

dx
∫ 1−x2

−
√

1−x2

f(x, y)dy 2. 3π 3. 16

3
π (提示: 对称性.) 4. 1+x+ z+xy 5. ex+y+z(1, 1, 1);

0 6. 5 7. 0 (提示: 对称性.) 8. e2 − 3

2
9.

+∞∑
n=0

(−1)n+1(x− 2)n, x ∈ (1, 3) (提示: 换元 t := x− 2.)

10. 1 11. 4

3
π (提示: Gauss 公式.) 12.

+∞∑
n=0

(−1)nx2n+1

(2n+ 1) · (2n+ 1)!
13. 4 14. 3

8

二、计算题 (每题 10 分, 共 4 题)
1. 设闭圆盘 S+

1 : x2+y2 ≤ 1(z = 1) (上侧为正), Ω 为 S 与 S1 所围锥体. 则
∫∫

S+

(x+y)dy∧dz+(2y−z)dz∧dx =[∫∫
∂Ω+

−
∫∫

S+
1

]
(x+ y)dy ∧ dz + (2y − z)dz ∧ dx Gauss; 投影

========== 3

∫∫∫
Ω

dxdydz − 0 = π.

2. 联立两球方程得交线方程


x2 + y2 =

15

16

z =
1

4

. 设平面区域 D :=

{
(x, y)

∣∣∣∣x2 + y2 ≤ 15

16

}
, 则

∫∫
D

[√
1− x2 − y2−

(
2−

√
4− x2 − y2

)]
dxdy 极坐标

======

∫ 2π

0

dφ
∫ √

15
4

0

(√
1− ρ2 +

√
4− ρ2

)
ρdρ− 15

16
· 2π =

13

24
π.

3. (1) f(x) = 1− cos(2x2)
2

=

+∞∑
n=1

(−1)n+1 2
2n−1

(2n)!
x4n. (2) f (n) =


0 n ̸= 4k

(−1)k+1 2
2k−1 · (4k)!

(2k)!
n = 4k

(k ∈ Z+).

4. 级数
+∞∑
n=1

ne−nx 在 [ln 2, ln 3]上一致收敛, 故可交换积分与求和的顺序:
∫ ln 3

ln 2

f(x)dx =

∫ ln 3

ln 2

(
+∞∑
n=1

ne−nx

)
dx =

+∞∑
n=1

∫ ln 3

ln 2

ne−nxdx =

+∞∑
n=1

(
1

2n
− 1

3n

)
=

1

2
.

三、证明题 (合计 15 分, 共 2 题)

1. (1) an =
2

π

∫ π

0

cosαx cosnxdx =
1

π

∫ π

0

[cos(α − n)x + cos(α + n)x]dx =
1

π

[
sin(α− n)π

α− n
+

sin(α+ n)π

α+ n

]
=

(−1)n · 2α sinαπ
(α2 − n2)π

(n ∈ N), 故偶函数 cosαx =
sinαx
π

[
1

α
+

+∞∑
n=1

(−1)n
2α

α2 − n2
cosnx

]
, x ∈ [−π, π]. (2) 令 x = π,

则 cotαπ =
1

π

[
1

α
+

+∞∑
n=1

(−1)n
2α

α2 − n2

]
. 再令 x = απ, 则 cotx =

1

x
+

+∞∑
n=1

2x

x2 − n2π2
(x ̸= kπ, k ∈ Z).

2. 取半圆直径 L, 并设 Γ 与 L 围成半圆域 D, 则
∫
L

(Pdx+Qdy) =
∫
Γ∪L

(Pdx+Qdy) Gauss
======

∫∫
D

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
dxdy ∃(ξ,η)∈D

========

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
(ξ,η)

· 1
2
πr2, 而

∫
L

(Pdx+Qdy) =
∫ x0+r

x0−r

P (x, y0)dx
∃ζ∈(x0−r,x0+r)
============ P (ζ, y0)2r. 故

P (x0, y0) = lim
r→0+

P (ζ, y0) = lim
r→0+

πr

4

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
(ξ,η)

= 0, 故 P (x, y) ≡ 0, 进而再由上式得 ∂Q

∂x
(x, y) ≡ 0.
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清华大学 2012 级微积分 A(2) 期末考试试题
2013.6

一、填空题 (每空 3 分, 共 15 空) [请将答案直接填写在横线上]

1. 设区域 D =
{
(x, y)

∣∣|x|+ |y| ≤ 1
}

, 则
∫∫

D

x2 − y2√
1 + x2 + y2

dxdy = .

2. 交换累次积分的顺序:
∫ 0

−2

dx
∫ x+1

−1

f(x, y)dy +
∫ √

2

0

dx
∫ 1

x2−1

f(x, y)dy = .

3. 设区域 D = {(x, y) | −1 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1}, 则
∫∫

D

xex2+y2dxdy = .

4. 曲线 x + y = a, x + y = b, x − y = α, x − y = β (其中 a < b, α < β) 所围成区域的面积
为 .

5. 设 Ω 是由 z =
√
x2 + y2 和 z = 2 围成的空间区域, 将三重积分 I =

∫∫∫
Ω

f(x, y, z)dxdydz 化

为球坐标系下的累次积分: I = .

6. 设 Γ 是空间圆柱螺线段


x = cos t

y = sin t

z = t

(t ∈ [0, 2π]), 则
∫
Γ

z2

x2 + y2
dℓ = .

7. 设 S 为球面 x2 + y2 + z2 = R2, 则
∫∫

S

(x2 + 2y2 + 3z2)dS = .

8. 设 Γ+ 是平面上起点为 (0, 0)、终点为 (1, 1) 的直线段, 则
∫
Γ+

x2ydx+ y3dy = .

9. 设 S+ 为 x2 + y2 + z2 = R2 的外侧, 则
∫∫

S+

xdy ∧ dz + ydz ∧ dx+ zdx ∧ dy
x2 + y2 + z2

= .

10. 设 F (x, y, z) = (xy, ez sin y,−yz), 则 divF = .

11. 微分方程 eydx+ (xey − 2y)dy = 0 的通解为 .

12. 已知级数
+∞∑
n=1

(√
n+ 1−

√
n
)p ln n+ 1

n
收敛, 则参数 p 的取值范围是 .

13. 幂级数
+∞∑
n=0

(−1)n

2n+ 1
xn 的收敛域为 .

14. 函数
∫ x

0

ln(1 + t)

t
dt 在 x0 = 0 点的幂级数展开为 .

15. 设 f(x) = x2, x ∈ [0, 1), 其形式 Fourier 级数为 S(x) =
+∞∑
n=1

bn sinnπx, 则 S(−1) = .

二、计算题 (每题 10 分, 共 4 题) [请写出详细的计算过程和必要的依据]

1. 求曲面积分
∫∫

S+

xdy ∧ dz + ydz ∧ dx+ zdx ∧ dy
(x2 + y2 + z2)

3
2

, 其中 S+ 是曲面 2x2+2y2+ z2 = 4 的外侧.

2. 已知 L+ 是第 I 象限中从点 (0, 0) 起, 沿上半圆周 x2 + y2 = 2x 到点 (2, 0), 再沿上半圆周
x2 + y2 = 4 到点 (0, 2) 的有向曲线段. 求第二类曲线积分

∫
L+

eydx+ (2xy + xey)dy.

【下一页还有试题……】
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3. 将函数 f(x) = 1− x2(0 ≤ x ≤ π) 展开成余弦 Fourier 级数, 并求
+∞∑
n=1

(−1)n−1

n2
的和.

4. 求 f(x) =
x2 + 5x+ 5

(x+ 1)(x+ 2)2
在 x0 = 0 点的幂级数展开, 并求其收敛半径.

三、证明题 (合计 15 分, 共 2 题) [请写出详细的证明过程]

1. (8 分) (1) 证明:
∫∫

0≤x,y≤1

dxdy
1 + xy

=

∫ 1

0

ln(1 + x)

x
dx; (2) 证明:

∫∫
0≤x,y≤1

dxdy
1 + xy

=
+∞∑
n=1

(−1)n−1

n2
.

2. (7 分)设 D0 = {(x, y) ∈ R2 | 0 ≤ x2 + y2 ≤ 1}, Dε = {(x, y) ∈ R2 | ε2 ≤ x2 + y2 ≤ 1}, n̂ 为

∂Dε 的单位外法向量. 已知 u(x, y) 在 D0 上有二阶连续偏导数, 且满足 ∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
= 4. 证明:

(1) 对于任意的 ε ∈ (0, 1), 均有等式
∮
∂Dε

[
ln(x2 + y2)

∂u(x, y)

∂n̂
− u(x, y)

∂ ln(x2 + y2)

∂n̂

]
dℓ =

4

∫∫
Dε

ln(x2 + y2)dxdy 成立;

(2) 如果 u(x, y) = 4, ∀(x, y) ∈ ∂D0, 则有 u(0, 0) = 3.

答案与提示

(说明: 本卷参考答案未公开, 以下答案仅供参考, 使用时务必谨慎核验.)

一、填空题 (每空 3 分, 共 15 空)

1. 0 (提示: 对称性.) 2.
∫ 1

−1

dy
∫ √

y+1

y−1

f(x, y)dx 3. 0 (提示: 奇函数和对称性.) 4. (b− a)(β − α)

2

5.
∫ 2π

0

dφ
∫ π

4

0

dθ
∫ 2

cos θ

0

f(ρ sin θ cosφ, ρ sin θ sinφ, ρ cos θ) · ρ2 sin θdρ 6. 8
√
2

3
π3 7. 8πR4 (提示: 化为

对称形式.) 8. 1

2
9. 4πR (提示: Gauss 公式.) 10. ez cos y 11. xey − y2 = C 12. (0,+∞)

13. (−1, 1] 14.
+∞∑
n=1

(−1)n−1

n2
xn (提示: 逐项求导与逐项积分.) 15. 0

二、计算题 (每题 10 分, 共 4 题)
1. 注意到 div (x, y, z)

(x2 + y2 + z2)
3
2

= 0. 记 Ω :=
{
(x, y, z)

∣∣2x2 + 2y2 + z2 ≤ 4
}

, B :=
{
(x, y, z)

∣∣x2 + y2 + z2 ≤ 1
}

, 则

B ⊂ Ω 且 ∂S+ = ∂Ω+. 因此积分可化为 I :=

[∫∫
∂(Ω\B)+

+

∫∫
∂B+

]
(x, y, z)

(x2 + y2 + z2)
3
2

·dS Gauss
======

∫∫
∂B+

(x, y, z) ·

dS +

∫∫∫
Ω\B

0dV Gauss
======

∫∫∫
B

3dV = 3V (B) = 4πR2.

2. 设 K+ 表示从 (2, 0) 到 (0, 0) 的有向线段, D 是 L+ ∪K+ 包围的闭区域; D1 :=
{
(x, y)

∣∣x2 + y2 ≤ 4, x, y ≥ 0
}

为四分之一圆, D2 :=
{
(x, y)

∣∣x2 + y2 ≤ 2x, y ≥ 0
}
为半圆, D = D1 \D2. 又

∫
K+

Xdx+ Y dy = 0, 故
∫
L+

Xdx+

Y dy =

∫
∂D+

Xdx + Y dy Green
======

∫∫
D

2ydxdy =

[∫∫
D1

−
∫∫

D2

]
2ydxdy 极坐标

====== 2

∫ π
2

0

dφ
∫ 2

0

ρ sinφ · ρdρ −

2

∫ π
2

0

dφ
∫ 2 cos φ

0

ρ sinφ · ρdρ =
16

3

∫ π
2

0

(1− cos3 φ) sinφdφ t:=cos φ
=======

16

3

∫ 1

0

(1− u3)du = 4.

3. a0 =
2

π

∫ π

0

(1−x2)dx = 2

(
1− π2

3

)
, an =

2

π

∫ π

0

(1−x2) cosnxdx =
4 · (−1)n−1

n2
(n ∈ Z+). 故 f(x) ∼ 1− π2

3
+

4

+∞∑
n=1

(−1)n−1

n2
cosnxdx. 取 x = 0, 则

+∞∑
n=1

(−1)n−1

n2
=
π2

12
.

4. f(x) = 1

x+ 1
+

1

(x+ 2)2
=

+∞∑
n=0

(−1)nxn +
1

4

+∞∑
n=0

(−1)n(n+ 1)
(x
2

)n
=

+∞∑
n=0

(−1)n
(
1 +

n+ 1

2n+2

)
xn, x ∈ (−1, 1).
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三、证明题 (合计 15 分, 共 2 题)

1. (1) 累次积分得
∫∫

0≤x,y≤1

dxdy
1 + xy

=

∫ 1

0

dx
x

∫ 1

0

d(xy)
1 + xy

=

∫ 1

0

dx
x

· ln(1 + xy)

∣∣∣∣y=1

y=0

=

∫ 1

0

ln(1 + x)

x
dx. (2) 设

F (x) :=

∫ x

0

ln(1 + t)

t
dt,则 xF ′(x) = ln(1+x) =

+∞∑
n=1

(−1)n−1

n
xn,逐项积分得 F (x) =

+∞∑
n=1

(−1)n−1

n2
xn, x ∈ [−1, 1].

因此

∫∫
0≤x,y≤1

dxdy
1 + xy

(1)
====

∫ 1

0

ln(1 + x)

x
dx = F (1) =

+∞∑
n=1

(−1)n−1

n2
. 命题得证.

2. (1)
∮
∂Dε

[
ln(x2 + y2)

∂u

∂n̂
− u

∂ ln(x2 + y2)

∂n̂

]
dℓ =

∮
∂Dε

[
ln(x2 + y2)∇u− u∇

(
ln(x2 + y2)

)]
· n̂dℓ Green

======

∫∫
Dε{

∂

∂x

[
ln(x2 + y2)

∂u

∂x
− u

∂ ln(x2 + y2)

∂x

]
+

∂

∂y

[
ln(x2 + y2)

∂u

∂y
− u

∂ ln(x2 + y2)

∂y

]}
dxdy =

∫∫
Dε

[
ln(x2 + y2) ·

∂2u

∂x2
−u· 2(y

2 − x2)

(x2 + y2)2
+ln(x2+y2)· ∂

2u

∂y2
−u· 2(x

2 − y2)

(x2 + y2)2

]
= 4

∫∫
Dε

ln(x2+y2)dxdy. (2)注意到条件类似于调和函数,

下证明形似调和函数均值性质的结论. 记 Cρ :=
{
(x, y)

∣∣x2 + y2 ≤ ρ
}
是半径为 ρ 的圆, f(ρ) := 1

2πρ

∮
∂Cρ

u(x, y)dℓ.

为求 f ′(ρ), 作极坐标代换

x = ρ cosφ

y = ρ sinφ
, 则弧长微分为 dℓ = ρdφ, 因此 f(ρ) =

1

2π

∫ 2π

0

udφ. 由 u ∈ C(2)(D0)

知 f ′(ρ) =
1

2π

∫ 2π

0

∂u

∂ρ
dφ =

1

2πρ

∮
∂Cρ

∂u

∂ρ
dℓ =

∮
∂Cρ

∂u

∂n̂
dℓ Green

======
1

2πρ

∫∫
Cρ

(
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2

)
dS = 2ρ, 这里用到

∂u

∂ρ
=
∂u

∂x
cosφ+

∂u

∂y
sinφ =

∂f

∂n̂
. 又 f(1) = 4, 故 f(ρ) = 4+

∫ ρ

1

2rdr = 3+ ρ2 (ρ > 0). 又 lim
ρ→0+

f(ρ)
∃(ξ,η)∈∂Cρ
=========

lim
ρ→0+

2πρ · u(ξ, η)
2πρ

= u(0, 0), 即得 u(0, 0) = 3. 命题得证.
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